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Resumo

Neste trabalho apresentamos as caracterizacoes mais usuais das fun¢oes logaritmicas

e exponenciais, com mais detalhes do que se vé.

Palavras-chave: Niimeros reais, Potenciacao, Funcoes logaritmicas.






Abstract

In this work we present the most common characterizations of exponential and

logarithmic functions, with more details than are usually presented.

Keywords: Real Numbers, Exponentiation, Logarithmic functions.
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1 Introducao

H4 uma ideia no pensamento matemaético cuja importancia, aparentemente, nao
tem sido evidenciada no ensino. Em geral esquece-se de dizer que aprendemos a fazer
composicoes nao simplesmente para gerar novos entes, mas também para aprendermos
a ver alguns entes como gerados a partir de outros que possam ser considerados mais
simples. A regra da cadeia para derivacdo de funcoes so € interessante se conseguirmos
isso; o Teorema Fundamental da Aritmética é para isso. Mesmo que nao decompuser-
mos um nimero como produto de fatores primos, se pudermos decompd-lo como um
produto de fatores distintos, nao ha duvida que ja teremos conseguido uma descri¢ao
desse nimero a qual, se nao mais simples, é passivel de interpretacao mais simples.
Assim sao os nimeros quadrados, os cibicos, etc. Sob as consideragoes acima, nao ha
davida de que as fun¢oes exponenciais (com expoentes inteiros) sdo aquelas que natu-
ralmente se deve primeiro abordar no ensino, antes das fungoes logaritmicas. Contudo,
essa naturalidade ¢ perdida quando, desejo matematico, nos propomos a considerar
expoentes nao inteiros. A questao, portanto, pelo menos no que diz respeito ao ensino,
é de onde partir ou qual rumo tomar. Convém, entao, lembrar que os apelos intuitivos
que a geometria capacita sao fortes aliados no tratamento das fungoes logaritmicas.
Isso é feito com bastante propriedade em [5]. No entanto, entendemos que o referido
apelo geométrico, sendo forte demais, permite que, tanto aluno quanto professor do
Ensino Médio, nao elaborem maiores indagacoes, nisso perdendo-se motivagoes para
desenvolvimentos futuros como, por exemplo, a nocao de limite.

Neste trabalho preferimos, seguindo [Bartle|, insistir primeiro na naturalidade de se
generalizar a potenciag¢ao. No minimo, isso evidencia o desejo de se ter uma funcao com
as propriedades que aquelas com expoentes inteiros tinham e, nesse caso, coincidam,
bem como evidencia o papel do Axioma do Supremo nas criacdes. E claro que nosso
material nao pode ser utilizado em sua totalidade no Ensino Médio, mas é igualmente
claro que o estudante, ja nesse nivel, merece ter clareza sobre as dificuldades que se
apresentam, bem como ter a crenca de que é possivel solucioné-las. Se o professor
conduzi-lo nesse caminho, o estudante podera dar saltos sem se esquecer de que existe
a ponte. Sem isso, tudo fica isolado e, a maior parte, vira folclore com a resposta usual
vale porque wvale. Acreditamos que nosso trabalho mostra bem o grau de dificuldade

de cada passo do assunto e que, portanto, pode ser utilizado pelo professor do Ensino
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12 Introducao

Médio na sua tarefa de decidir, diante de cada turma e com honestidade intelectual, o

que fazer .



2 Nocoes Preliminares

Nesta secao estabeleceremos a axiomatica e alguns resultados importantes no estudo
do conjunto, o qual chamamos de nimeros reais e denotaremos por R. Sao dados como
objetos nao-definidos, o conjunto N, cujos elementos chamamos de ntimeros naturais,
e uma fungao s : N — N. Para todo n € N, o nimero s(n) ¢ chamado de sucessor de

n. A funcao s satisfaz os seguintes axiomas:
1. m,neN, s(m)=s(n) >m=mn

2. N—s(N) é formado por um tinico elemento, o qual se chama "um" e é denotado

por 1. Em outras palavras, qualquer que seja n € N, temos que 1 # s(n).

3. (Principio da Indugao) Se X C N é um subconjunto tal que 1 € X e, para todo
n € X, tem-se também s(n) € X, entdo X = N.

O conjunto dos nimeros inteiros serd denotado por Z, isto é: Z = {..., —2,—1,0,1,2...}.

Finalmente, utilizaremos o simbolo Q para denotarmos o conjunto dos nimeros racio-
nais: Q = {§ :p,q € Z,q # 0}.
Os resultados apresentados nesta se¢ao encontram-se nas referéncias [2], [3] e [4] da

bibliografia.

Azioma 1: No conjunto R dos nimeros reais, ha duas operagoes binarias (deno-

tadas por + e -, chamadas adi¢ao e multiplicacdo, respectivamente), que satisfazem:
e (Al) a+b="0b+a, para todo a, b € R;
e (A2) (a+0b)+c=a+ (b+c), para todo a, b, c € R;

e (A3) existe um elemento 0 € R tal que 0+ a =a e a+ 0 = a, para todo a € R;

(A4) para cada elemento a em R existe um elemento —a em R satisfazendo
a+(—a)=0e (—a)+a=0;

e (M1) a-b="b-a, para todo a, b, c € R;

(M2) (a-b)-c=a-(b-c), para todo a, b, c € R;

13



14 Nocoes Preliminares

e (M3) Existe um elemento 1 € R nao nulo, tal que 1-a =a e a-1 = a, qualquer

que seja a € R;

e (M4) para todo elemento a # 0 em R existe um elemento % em R tal que a - é =
1
a

ca=1;

ea-(b+c)=(a-b)+(a-c)e(b+c)-a=(b-a)+ (c-a), para todo a, b, c € R.

Proposicao 2.1: Os elementos em A3 e em M3 sao tnicos.

Demonstragdo: Ver [3].

Azxioma 2: Em R, existe um subconjunto denotado por R, chamado de conjunto

dos niimeros reais positivos, tal que
e A soma e o produto de elementos de R* pertencem ao conjunto.

e Sejax € R. Entao x =0 ouxz € R" ou —z € RY.

Definicao 2.2: Dizemos que x é menor do que y e denotamos por x < y sempre que
y—z € RT. Em outras palavras, dizemos que z —y é maior do que zero. Analogamente,

sendo y maior do que z, escrevemos y > x entao y = x + 9, onde § > 0.

Proposi¢ao 2.3: Valem as seguintes propriedades de relacdo de ordem em R:
e (1)sex <yey<zentdo z < z (propriedade transitiva)

e (2)sejam z, y € R. Entdo x =y, x > y ou & < y. (tricotomia)

e (3) se x < yentdo x + z < y + 2, qualquer que seja z € R;

e (4) se x < yentdo xz < yz e xz > yz para z > 0 e z < 0, respectivamente.

Demonstra¢do: A demonstracio dessa proposigdo pode ser consultada em [3].

Defini¢cao 2.4: Um conjunto A C R ¢é limitado superiormente quando existe
M € R satisfazendo x < M, Vx € A. Nesse caso dizemos que M é uma cota superior
de A. Caso M seja a menor das cotas superiores, dizemos que M é o supremo de
A e denotamos M = sup A.

Defini¢ao 2.5: Um conjunto A C R é limitado inferiormente quando existe m € R
satisfazendo x > m, Vo € A. Nesse caso dizemos que m é uma cota inferior de A. Caso

m seja a maior das cotas inferiores, dizemos que M é o infimo de A e denotamos
M = inf A.

Axioma 3 O corpo ordenado R é completo, isto é, existe o supremo de todo
subconjunto, de R, nao-vazio e limitado superiormente.

Pela definicao dada acima, sendo R completo, todo conjunto nao-vazio, limitado

inferiormente, Y C R, possui um infimo. De fato, definindo X = =Y ={—-y:y € Y},
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vemos que X # () e é limitado superiormente. Logo existe a = sup X. Pela construcao
de X, temos que —a = inf Y.

Proposi¢ao 2.6: Em R, as seguintes sentencas sao equivalentes:

e (1) N C R ¢ ilimitado superiormente
e (2) dados a, b € R, com a > 0, existe n € N satisfazendo n-a > b

e (3)sejaa>0emR, existe n € N tal que 0 < £ < a.

Demonstracao:

(1) = (2): pelo fato de N ser ilimitado, segue que existe n € N tal que n > g, onde
a e b sao elementos de R, a > 0. Logo, vale que n-a > b.

(2) = (3): por hipotese, existe n € N tal que n-a > 1, a > 0. Portanto 0 < £ < a.

(3) = (1): seja b € R positivo. Entdo existe n € N tal que + < 3 & n > b. Isso
mostra que nenhum nimero positivo em R é cota superior de N. [

Satisfazendo uma das trés condigoes acima, dizemos que R é um corpo arquimedi-
ano. De fato, caso R nao fosse Arquimediano, existiria zy € R tal que n < xg, Vn € N.
Em outras palavras, tal elemento x( seria o supremo do conjunto dos ntimeros naturais.
Nesse caso existiria ng € N tal que ng + 1 > xg, contradizendo o fato de que zy é o
supremo de N.

Definicao 2.7: Sejaa € Ren € N. A poténcia de base a e expoente n € N é o
ntmero a” satisfazendo:

0 _

a’ =1, a# 0,
a®=a""'-a, n>1,
a =L

Proposi¢ao 2.8: Sejama € R, b€ R, m,n € N, coma # 0eb# 0. Valem as
seguintes propriedades:

e (2) L = @™ ™ sempre que m > n
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Demonstracgao:

Demonstrando (1): Dado m € N, faremos indugao sobre n. Se n = 0, temos

Supondo a veracidade da propriedade para n = k, ou seja, a™ - a* = a™**

=a , mostra-
mos que o mesmo ocorre para k + 1. De fato:

Demonstrando (2): Analogamente ao item anterior, fixamos m e fazemos indugao
sobre n. Para n = 0, temos

m m
m—0 m a a
1 a?

Supondo a igualdade verdadeira para n = k, isto é,

m
a _ . m—k
—=q ,
ak
temos para k + 1:
am™k a1 a™
m—(k+1) _ _(m—k)—1 _ _ _
a =a - T kT gkt
a ak a ak+t

Demonstrando (3): Para n = 0 a propriedade é prontamente verificada:
(a-0)°=1=a"-1".

Assumindo a igualdade (a-b)* = a*

-b*, para algum k € N, provamos o mesmo para
k+1. Ora

(a- D) =(a-b)F-(a-b) =a"-b"-a-b=(a" a) b b) =a"*" pFFL

Demonstrando (4): Temos

(%)0 =1=a"%".

Assumindo que (%)k = ‘;—:, para k € N, temos:

=) () =5 =
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Demonstrando (5): Dado m € N, para n = 0, temos que

Assumindo que a propriedade é valida para um certo k € N, ou seja:
(am)k — amk7
mostramos a assertiva para k + 1:

(am)k—l—l — (am)k Lq™ = am~k cam = am-k—‘rm — am~(k+1).|:|

Proposicao 2.9: Sejam a € R, com a > 1 e n € Z. Entao:
a*>1&n>0.

Demonstracao:

(<) Sendo n > 0, queremos que a” > 1, com a > 1. Para n = 1, a desigualdade

a' = a > 1 esta verificada. Assumindo que a* > 1 para k € N, temos que

a"l=d*.a>d" > 1.

(=) Mostraremos por contradi¢ao o resultado a” > 1 = n > 0.

Assumindo que n < 0, temos que —n > 0 e a™™ > 1. Entao
a">1=d"-a">a"=1>d".

Absurdo, pois contraria a hipotese inicial de que a™ > 1, isto é, n > 0. [J

Proposicao 2.10: Sejam a e b niimeros reais positivos e n € N. Entao a < b &
a” < b".

Demonstragao:

(=) Supondo a < b, o resultado esta garantido para n = 1. Admitindo o resultado
valido para n = k, isto é:

a<b=a" <,
temos
a<b=ad-a<b-a<b b=0p""

Portanto a” < b, comn € Ne a < b.

(<) Caso seja a > b, a primeira parte nos mostra que a™ > b", contradizendo nossa
hipotese de que a”™ < b™. [
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Definicao 2.11: Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcao x : N — R,
definida no conjunto N = {0, 1,2, ...}, possuindo como imagem elementos de R. Gene-

ricamente, podemos denotar a funcdo = por (z,).

Dizemos que o nimero real a é o limite da sequéncia (x,,) (lim z, = a), quando para
cada nimero real € > 0, for possivel obter um ntimero natural ng tal que, qualquer que

seja n > ng tenhamos |z,, — a| < €. Nesse caso, dizemos que a sequéncia é convergente.

.. o . . 1 ,
Proposicao 2.12: A sequéncia de numeros reais x,, = a», onde a > 0, é conver-
gente e seu limite é igual a 1.

Demonstracao: A sequéncia x, = an & decrescente se a > 1 e crescente se
0 < a < 1, sendo limitada em ambos os casos. Sendo limitada e mondtona (crescente
ou decrescente), temos que a mesma é convergente (ver [3]). Seja | = lim, . @.
Afirmamos que [ > 0.

De fato, sendo 0 < a < 1, temos que [ = sup{a% :n € N} > a > 0. Caso tenhamos
a > 1, sendo a sequéncia decrescente, é verdade que | = inf{a% : n € N}. Como

an > 1, para todo n € N, segue que [ > 1.

Para provarmos que o limite da sequéncia dada é igual a 1, tomamos a subsequéncia
S — . . al s . . ~
a™+0 | a qual possui o mesmo limite da sequéncia original (ver [3]). Entao:
1 . 1
S S S SR 10 lima~ l
[ =lima D =limar" 71 = lim —— = — =-=1.
an+t lim g»+t l

Definicao 2.13: Um conjunto X C R é denso em R quando, dados a, b € R,

existe algum elemento de X maior que a e menor que b, isto é, (a,b) N X # ().

Proposi¢cdo 2.14: Os conjuntos Q (racionais) e R — Q (irracionais) sao ambos

densos em R.

Demonstragdao: Dado um intervalo (a,b) C R, devemos mostrar que existem um
namero racional e um ndimero irracional em (a,b). Intuitivamente, como b —a > 0,

existe um natural p tal que 0 < % < b— a. Todos os niimeros da forma % dividem

a reta dos nimeros reais em intervalos de comprimento %. Como % é¢ menor do que
o comprimento b — a, algum dos nimeros 7 deve pertencer ao intervalo (a,b). Seja
A={m € Z: ™= >b}. Como R ¢ Arquimediano, o conjunto A é nao-vazio e limitado

inferiormente por b-p. Seja kg o menor elemento de A. Entao b < %0. Como ko—1 < ky,

temos que % < %0 < b. Precisamos mostrar agora que % > a e a proposicao estara
demonstrada para os niimeros racionais.
Caso nao fosse verdade, teriamos
ko — 1 ko ko ko—1 1
<a<b<—b—a<—— = -

p p p D D
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Temos uma contradicao, pois b — a > %.

Para obter um ndmero irracional em (a,b), utilizamos um raciocinio analogo ao

apresentado acima. Seja p € N tal que 113 < 13_72“ & \/75 < b—a. Logo, todos os nimeros

da forma ‘/75, m # 0, dividem a reta dos ntimeros reais em intervalos de comprimento

\/75. Como ¥2

p

< b— a, temos que algum mTQ pertence ao intervalo (a,b).

Definicao 2.15: Uma funcao f : X — R é continua no ponto a € X quando,
para todo € > 0 arbitrario, existir 6 > 0 tal que, se z € X e |r — a| < 4, entdo
|f(z) = fla)] <e

Observemos que o conceito de continuidade s6 faz sentido de aplicagao quando o

ponto a em questao é um elemento do dominio da funcao.

Proposicao 2.16: A funcao f : X — R é continua em a € X se, e somente se,
lim f(z,) = f(a), qualquer que seja (x,) C X com limz,, = a.

Demonstragdo: A demonstracio dessa proposigdo pode ser encontrada em [3].

Proposi¢do 2.17: Sejam f,g: X — R continuas no ponto a € X, com f(a) <
g(a). Entao existe § > 0 tal que f(z) < g(z), Vx € X N (a — d,a + 9).

Demonstracao: Seja ¢ = M e €= g(a) —c=c— f(a). De acordo com
essa escolha, temos que ¢ = f(a) + € = g(a) — € e € > 0. Pelo fato da continuidade,
existe 0 > 0e dp >0 taisque x € X, |z —a| < = f(a) —e < f(x) <cex € X,
|z —a| <0y = c<g(x) <gla)+e

Sendo 6 = min{dy,h}, z€ X, |[r —a| <d = f(z) <c<g(zr) & f(x) < g(z).

A proposicao 2.17 também é conhecida como Teorema da Conservacao do Sinal.

Proposi¢do 2.18: (Teorema do Valor Intermediario). Seja f : [a,b] — R
continua. Se f(a) < d < f(b) entdo Jc € (a,b) tal que f(c) = d.
Demonstracao: A demonstracdo do Teorema do Valor Intermediario pode ser

vista em [3].

Proposicao 2.19: Seja f: I — R uma funcao continua injetiva, definida em um
intervalo I. Entdo f é monotona, sua imagem J = f(I) é um intervalo e sua inversa
f~t:J — R é continua.

Demonstra¢do: A demonstracao dessa proposi¢ao pode ser vista em [3].






3 Poténcias com expoentes racionais

e 1rraclonais

3.1 Expoentes racionais

Procurando estender o conceito de potenciacao, definindo agora para expoentes
racionais, seguiremos o roteiro dado pelo projeto 6. do livro Elementos de Andlise
Real, sequnda edi¢ao, de Robert G. Bartle [1].

Admitindo que a e b sejam nimeros reais maiores do que 1, temos a

Proposi¢ao 3.1: Sejam m, n inteiros e n > 0.

e (1) O conjunto
Sm(a) ={reR:0<a" <a™}

m
n

¢ um subconjunto nao-vazio de R e cotado superiormente. Definimos a

sup Sm (a).

m 2, ”, . . . . ~
e (2) z =an é a Unica raiz positiva da equagao 2" = a™.

m P
e 3)ar =a1 & mg=np

(4) Ser, s € Q, entdo a” -a®* =a"* e (a")® = a'”.

(5) Se r € Q, entao a” - b" = (a-b)".

(6) Ser e Q,r>0,entdo a <b<a” <.

(7) Ser, s €Q, entdo r < s & a” < a.

Demonstrando (1): Sejat = 1ia"’ Como 0 < t < 1, temos que t" < t = 1i::;n <

, 0 que nos mostra que S= (a) é ndo vazio. Tomando ¢, = 1 + a™, vemos que se
n

am

t > to entdo t" >t > x, ou seja, t ¢ S.(a) e 1 + @™ é um limitante superior para

21



22 Poténcias com expoentes racionais e irracionais

Demonstrando (2): Se a» nao fosse raiz da equagdo 2" = a™, entdo (a» )" < a™
ou (a™)" > a™. Suponhamos que (a= )" < a™. Nesse caso existe €, com 0 < € < 1,

satisfazendo

m n

a
(14 2)" — 2

—Zz
e <

Cousiderando a identidade

n__.n n n—1 n n—2 2 n n
(z+¢€)" =2z +<1)z e+(2)z € +...+(n)e

(z4e)" < 2"+e [(T) 2" 4 (Z) T4+ (Z)] = 2"+e[(1+42)"—2"] < 2"+(a™—2") = a™.

vemos que

Isso significa que z + € € S,(a), contradizendo o fato de que z = a» é o supremo
desse conjunto.

Caso tenhamos (an )™ > a™, escolhemos € tal que 0 < € < 1, € < z satisfazendo

n m

z
(1+2)r— 2z

—a
€<

Entao, para todo t > z — ¢, n6s temos

"> (z—e)" = 2" — (TD 2" le 4 (Z) 22— 4 (=) (Z) " =

> o [(T) Pt (Z) M2y (Z)} = 2 —e|(142)"— 2" > 2" (2" —a™) = a™.

m

Isto é, z— e & uma cota superior para Sm(a), sendo menor que seu supremo z = an .
n

Portanto 2" = a™ < (a™ )" = a™.

Demonstrando (3): De fato:

Q3

mp mp m\ np p\ ™4
A" =ad" S an"=aqaq q<:>(an) :<aq> &a

p

Demonstrando (4): Tomando r = 2 e s = £ com ¢,n > 0, queremos mostrar

m

n
" a® é solucao d a

que a” - a® ¢ solucao da equagao

™ = gmItne,



Expoentes racionais

Com efeito,

()" = (@) (@) = ()] [(@°)7]" = (@) (@) = 0™ = Q"

. , m\2 .. ~ -
Mostrar a igualdade (a")® = ™ é mostrar que (a» ) é a tnica solugdo positiva da
equagao ™ = a'P.
Ora,

" = [(a%)grq = [(a%)}np =a™?.

Demonstrando (5): Sendo r = £, sabemos que (a”)? = a” e ()7 = b”. Entao
[a" - b7 = (a-b)P.
A equacao acima apresenta = = (a - b)" como tnica raiz positiva, isto é

(a-b)"=a"-0".

Demonstrando (6): Seja r = § comp, g€ Zeq>D0.
P
q

Temos que ai < bi & (ag)q < (b4)? e, pela proposicao 2.11, segue que

P
q

ai <bi < (a1)? < (b1)? & a? < < a <b.

Demonstrando (7):
(=) Sejas=r+e ondee€Qee>0.

Entao a®* = a’"t =a"-a°. Como a > 1 e e > 0, segue que a > 1. Portanto a® > a’.

(<) Considerando a desigualdade a® > a” e supondo que s < r, teriamos, pela

parte ja demonstrada acima, que a® < a”. [J
Definicao 3.2: Sejace Rtal que 0 <c<1ler e Q. Definimos ¢" = (%)_T.

Se ¢ é um nimero real que satisfaz 0 < ¢ < 1, os itens 4 e 5 da proposicao 3.1
permanecem véalidos e, além disso, também se verifica resultado anédlogo ao item 7,

com a desigualdade invertida.

Proposicao 3.3: Sejamr, s € Qec,d e R taisque 0 <c<lelO<d<1.

Entao:
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e 3)-d = (cd)

e hr<sed>c*

Demonstrando (1): Pela defini¢ao 3.5, temos
1\ " 1\ 1 —(r+s)
o))
c c c

Demonstrando (2): De fato:

Demonstrando (3):

S OO (R I
Demonstrando (4):

see(l) = (1)
> |- > [ - S —r>—ser<s.d

C C

Esse resultado tem objetivo anélogo ao item 7 da proposicao 3.1.

3.2 Expoentes irracionais

Na secao anterior, definimos o conceito de potenciacao com expoentes racionais. O
objetivo deste capitulo é estender a teoria para expoentes reais, isto é, munir o simbolo

a®, x € R, de algum significado consistente com o ja estudado.
Sejam u e a ntumeros reais, com a > 1. O conjunto E, = {a" : r € Q,r < u} é um
conjunto nao vazio e limitado superiormente.

Considerando r € Q com r < u, entao a" € F,. Observemos também que, se

ro > u, 1o € Q, segue que a’™ é sempre uma cota superior para o conjunto.

Definicao 3.4: Para todo u € R definimos a* = sup FE,,.

No caso em que u € Q, a definicdo acima nos fornece a mesma definicao dada na
secao anterior. De fato, sabemos que a* é uma cota superior de F, e, portanto, resta

mostrar que, dado € > 0, a* — € nao pode ser uma cota superior para F,. Mostremos:

Seja ng € N tal que

1 €
aﬁ—1‘<—,‘v’n2no.
au
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Tal ng existe e vem do fato que lim, o ax =1 (ver [1]).
Isso implica que |a" — 1| < -5, qualquer que seja r € Q tal que 0 <7 < nl—o Seja s
um racional satisfazendo u — nio <s<u Entao0<u—s< n%) e

S

0<a—a*=0a’-(a"°—1)< < e

au

Logo, temos que a" —e€ < a°, ou seja, existe um elemento de £, maior do que a* —e.

Proposi¢cao 3.5: Sejam a e b nimeros reais maiores do que 1, a > be x, y € R.
Entao:

e (1) a®-a¥=a"t¥

(2) (a-b)* =a”-b"

e (3) (a*)¥ = a"™, sendo x e y reais positivos

e (5) % =a"Y, sendo z >y

e B)a"<a?ex<y

(7 a<bea® <b*, x> 0.

Demonstrando (1): Sejam os conjuntos £, = {a" : r < z,7 € Q} ¢ E, = {a°:

s <y,s € Q}. Queremos mostrar a igualdade

sup{a” :r < z,r € Q} -sup{a’: s <y,s € Q} =sup{a’ : t <z +y,t € Q}.

Consideremos

A={r+s:r<xz,s<y,r,scQ}

B={teQ:t<z+uy}.

Pela construcao feita, afirmamos que A = B. Com efeito, sejat =r+s € A. Entao
t <x+uy,isto é, t € B. Reciprocamente, pelo fato de QQ ser denso em R, existe r € Q
tal quet —y <r <x. Tomando s =t —7r, temos que r <z, s<yet=r+s € A.

Entao

aV =sup{a' :t<az+yteQ}=sup{a T :r<z,s<y,rscQ}=
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sup{a” - a® :r <z, s <y,r,s € Q} =a"-a’.

Demonstrando (2): Nesse caso, o objetivo é mostrar que

sup{(ab)" :r < z,7 € Q} =sup{a” :r < z,7r € Q} -sup{db® : s < x,s € Q}.

Sejam os conjuntos By = {a" - 0" :r < x} e Ey ={d" -b°: 1 <z, <z}, com r,
s € Q. Temos que sup F, = sup E,. Com efeito, todo elemento de Fy é limitado por
um elemento de F; (proposigao 3.7). Se a™ - b* € FEy, entdo o™ - b < a" - b € Ej,
onde r = max{ry, s2}. Segue entdo que sup Fy < sup E;. Como E; C Es, temos que
sup E; = sup Eb».

Entao
(ab)® = sup{(ab)" :r < z,r € Q} =sup{a"b" :r <z,r € Q} =sup{a"b°:r <z, s<xz,r,s€Q} =

sup{a” :r < z,r € Q} -sup{b" : r < x,r € Q} =a” - b".

Demonstrando (3): Pelo fato de termos definido a” somente quando a > 1,
precisamos que a” > 1 para dar sentido a (a®)?. Como a" < a” para 0 < 7 < = e
a” > 1, segue que a* > a" > 1.

Sejam By = {(a*)°*: 0<s<y,s€Q}e Ey={(a"):0<r<zel<s<y,rsé€E
Q}. Sendo (a®)¥ = sup Ej, devemos mostrar primeiramente que sup £y = sup Fj.
Como (a”)Y é uma cota superior para todo elemento de Es, temos que sup Ey < sup Ej.
Tomando (a®)*! € Ej, tal que 0 < 57 < y, seja sy € Q satisfazendo 0 < s1 < s9 <y e
r1 € Q tal que 3 <7y <z. Segue que a"* € Ep e

T152
a®? = (a1 ) > (a®)™.

Portanto, sup 4, = sup Fs e

sup{(a")*,r <z, s <y,r,s €Q} =sup{a™:r<z,s<y,r,s €Q} =sup{a’ : t < ay,t € Q} = a™.

Demonstrando (4): Seja x, C Q mono6tona nao-decrescente tal que z,, < x para

todo n € N e tal que lim,,_~ 2, = . E bem conhecido (ver [2]) que lim,,_,», a® = a®.

Considerando o supremo do conjunto {(%)r cr < z,r € Q}, temos:

T

a\n . am  sup{a”:r<uz,reQ}
(—) = lim = .
n—oo brn sup{b” :r <z, r € Q}

an{(2) i1 <} = m

b

Isto é:
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Demonstrando (5): Sejam z, =z — 5~ e y, = y — + sequéncias convergindo para
x ey, respectivamente. Para todo n € N vale que:

a*n

In—Yn

=a
ayn

Definindo t,, = x,—y,, vemos que lim,, ., t, = x—y e o resultado esta demonstrado.

Demonstrando (6): Sejam z, y reais tais que < y. Definindo £, = {a" : r <
z,r € Qe E,={a’: s <y,s € Q}, vemos que £, C E,, tendo em vista que = < y.
Consequentemente temos que sup £, < sup F,.

Escolhemos ry € Q tal que x < ry < y, o que implica que a™ < sup E,. Contudo,

também ¢é verdade que sup F, < a™, ou seja:

a®* =sup b, <a" <sup b, = a’.

Reciprocamente, se a® < aY entao sup B, < sup £,. Caso tenhamos y < x entao

E, C E,, implicando que sup £, < sup £, contradizendo nossa hipotese.

Demonstrando (7): O item 6 dessa mesma proposi¢io nos diz que a” < a®
qualquer que seja r tal que 0 < r < z. Em particular, temos que a® > 1. Se a < b entao
(%)aC > 1. Pela proposicao 3.14, segue que 2—2 > 1, isto é, a® < b”. Reciprocamente,
supondo a® < b*. Caso tenhamos b < a, necessariamente segue que b* < a*, gerando
uma contradigao.l]

T 1

Proposigao 3.6: Seja a > 1. Entao para todo z € R temos a™" = .

Demonstragcao: Sendo x > 0, temos

1
a®=sup{a”:r < —[B,TEQ}:SHp{G_T:T>$,T€Q}=Sup{— :r>m,r€@}
a’f’

1 1 1
:inf{7:r<x,r€@}: —.

a sup{arzr<:1c,7“€@}:a$

O caso em que x < 0 segue com o mesmo raciocinio apresentado acima. Se x = 0,
a definicao 3.4 coincide com a definicao 3.1, ja que 0 é racional, ou seja:

_ 1 .
a O:E:sup{a e Q,r <0}

Como o conjunto acima é naturalmente limitado por 1, restar verificar que 1 — €
nao é o seu supremo, qualquer que seja € > 0.
Tomando a sequéncia x,, = —%, e considerando ¢ > 0 arbitrario, existe nyg € N tal

que 1 — a~n < €, 0 que mostra que an>1—e Logo sup{a” : 7€ Q,r <0} =1. O

Definicao 3.7: Seja a € R tal que 0 < a < 1. Entao a* = (%)_m
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Com a defini¢ao 3.10 todos os resultados ja estabelecidos continuam validos, sa-
lientando a troca no sinal da desigualdade no item 6 da proposicao 3.8, ou seja, se
0<a<lex yeR, entao

a* <a¥ s>y

A titulo de ilustracao dessa afirmacao, temos a

Proposicao 3.8: Supondo 0 <a < 1lezx, y€R, entdo a®-a? = a®".

Demonstragao: Utilizando a defini¢ao 3.10, temos

1 —(z+y) 1 -z 1 )
() ) )
a a a



4 Funcoes exponenciais

Seguindo o roteiro do projeto 20.cv de [1], mostraremos nesse capitulo uma carac-
terizacao da funcao exponencial.
Seja g uma funcao de R em R, nao identicamente nula, e que satisfaz a equacao

funcional
(*)  glx+y)=g) g(y),Vr,y € R

O objetivo deste capitulo é mostrar que g ¢ da forma g(x) = a” para algum a € R.

Proposigao 4.1: Seja g : R — R nao identicamente nula e satisfazendo (x).

Entao:
e (1) g é continua em todo ponto de R < é continua em = = 0.
e (2) Temos que ¢g(0) = 1. Além disso, a fungao g é estritamente positiva.

e (3) Sejaa=g(l) (entdo a > 0) e g(r) = a” Vr € Q.

(4) Quando g é continua, a funcdo g é estritamente crescente, constante ou es-
tritamente decrescente, conforme se tenha g(1) > 1, g(1) =1, ou 0 < g(1) < 1,

respectivamente.

(5) Se g(x) > 1 para todo x em algum intervalo |0, d[, § > 0, entdo g é crescente

e continua em R.

(6) Se a > 0, entao existe no maximo uma fungao continua que satisfaz (x), cujo

valor em 1 é a.

Demonstrando (1): Supondo que g seja continua em x = 0, mostraremos que é

continua em todo p € R. De fato, escrevemos

gp+h)—glp)=gp+h)—glp+0)=gp) - gh)—g) - g90)=glp) - (g(h) — g(0)).

29
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Como g é continua em x = 0, concluimos que limy,_,o(g(k)—¢g(0)) = g(0) —g(0) = 0.
Logo
lim g(p + 1) — g(p) =0,
o que nos diz que g é continua em cada p € R.

Demonstrando (2): Notemos primeiramente que g(z) # 0, qualquer que seja

x € R. Com efeito, supondo a existéncia de xy € R tal que g(z) = 0, a equagao

9(zo +y) = g(x0) - 9(y)

afirmaria que g(zo + y) = 0, para todo real da forma xy + vy, isto é, g seria a funcgio

identicamente nula.

Ainda utilizando (%), temos que

g(z +0) = g(z) - 9(0) & g(x) = g(x) - 9(0) & g(0) = 1.

Finalmente, para mostrarmos que g é estritamente positiva, escrevemos

)= (5+3) = (4(3)) >0

Demonstrando (3): Mostraremos primeiramente que g(n) = a", supondo n € N.
A veracidade esta verificada para n = 0. Para n = 1, a igualdade se verifica pela
definicao.
Supondo que para n = p valha a relagio g(p) = a?, mostraremos que g(p+1) = aP™.
Ora
gp+1)=g(p) - 9(1) =a’-a=a"" = g(n) =a", ¥n € N.

Pela equacao funcional estabelecida na formulagao do problema, é possivel mostrar
que g(n) = @™ ainda que n < 0. De fato, para m > 0, como g(0) = g(m + (—m)) =
g(m) - g(—m), obtemos

Caso r = = com n # 0, escrevemos m = rn. Como (g(r))" = g(rn) = g(m) = a™,

segue que g(r) =an =a’.

Demonstrando (4):

e a > 1:Sejam x1, 9 € R, com x; < z5. Considerando que x5 = 21 + 6, § > 0,

temos:
g(w2) = g(x1 +0) = g(x1) - 9(6) > g(x1).
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Observe que necessariamente g(d) > 1. De fato, caso fosse verdade que g(9) < 1,
entdo existiria uma bola aberta Bj(d,rs) tal que para x5 racional positivo com

x5 € Bs terfamos g(xs) < 1, contradizendo o fato de que g(x5) = a™ > 1.

e a = 1: Nesse caso g(r) = 1" = 1, ¥r € Q. Pela continuidade de g, segue que
g(x) =1,Vz e R.

e 0 <a<1:Seam r; < xe nimeros reais, onde xo = x1 + 9, 6 > 0. Da igualdade

g(w2) = g(w1 +0) = g(z1) - 9(0)

concluimos que g(z3) < g(x1), tendo em vista que g(d) < 1, pela mesma justifi-
cativa do caso em que a > 1: caso g(d) fosse maior ou igual a 1, existiria uma
bola aberta Bs(d,rs) tal que para um elemento xs da bola, racional e positivo,

valeria g(zs) > 1, contradizendo o fato de que g(zs) = a™ < 1.

Demonstrando (5): Considerando 0 < 7 < z, seja n € N suficientemente

grande de modo que
To — X1

< 0.

n
A existéncia de n satisfazendo a desigualdade acima é justificada pelo fato de N ser

Arquimediano.

Denotamos A = #=* € R, de modo que x5 = x1 + A - n. Logo

g(x2) = g(1) - g(A)"

Como A €]0, [, a hipotese nos garante que g(A) > 1. Portanto, g(zs) > g(x1). Os

casos em que 1 < 0 < x5 e r1 < x5 < 0 sao tratados de maneira andloga.

Em relacao a continuidade, pela proposicao 1, é suficiente mostrar essa caracteristica
em z = 0. Seja dado € > 0, queremos A, > 0 tal que |g(z) — ¢(0)| < € sempre que
|z| < Ae. Tomando a sequéncia z, = +, n € N, temos que |g(2,) — g(0)| = law —1].
No caso em que a > 1, a sequéncia (a%) é decrescente e limitada.

Entao, a partir de um certo ng € N, temos que ]a% —g(0)] < €, Vn > ng, o que

mostra a continuidade a direita de x = 0. O caso x < 0 é resolvido através da sequéncia
1

1
an

Ty = —%, n > 0. Nessa situagdo observamos que g(x,) = cujo limite também é

igual a 1.

Demonstrando (6): Sejam f e g fungbes continuas que satisfazem (x). Sendo
entao f(1) = g(1) = a, queremos que f(x) = g(z) qualquer que seja = € R. Afirmamos
que se f(x) = g(x) para todo x racional, concluimos que f = g. De fato, sejam
f(z) =b" e g(z) = a®. Tomando r € Q tal que a” =", segue que (4) =1 a=b&
f(z) = g(x),Yx € Q. Caso houvesse algum numero real A tal que f(\) # g(\) entdo
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em torno de alguma vizinhanca de )\ existiriam nimeros racionais também satisfazendo
a desigualdade. Com efeito, de acordo com a proposigao 2.17 e supondo f(A) < g(A),
certamente existe 6 > 0 tal que f(z) < g(z), para todo z € (A—4§, \+0). Em particular,
existe z9 € QN (A — 3§, A +0), tal que f(zo) < g(zo). Absurdo, pois mostramos que as

funcoes f e g coincidem no conjunto dos nimeros racionais. [J



5 Funcoes logaritmicas

O objetivo deste presente capitulo consiste em caracterizar, a exemplo da funcao
exponencial, a existéncia da funcao logaritmica. Para isso utilizamos como roteiro o
projeto 20.5 de [1].

Definimos o conjunto R™ = {# € R : > 0} e a funcdo h : Rt — R (ndo

identicamente nula) que satisfaz a equacao funcional
(%)  h(z-y) =h(z) + h(y), Yo,y € RT.

A respeito das hipoteses definidas, consideramos o conjunto dos seguintes resulta-

dos.

Proposi¢do 5.1: Seja h : RT — R nao identicamente nula e satisfazendo (xx).
e (1) A fungdo h é continua se, e somente se, 0 é em x = 1.
e (2) h nao pode ser definida em = = 0.

e (3) Sendo x € RT e r € Q entao h(z") = r - h(x).

(4) Se h(z) > 0 em algum intervalo |1,d[, com 0 > 1, entdo h é estritamente

crescente e continua em R7.

(5) Se h é continua, h(z) # 0 se x # 1. Além disso, ou h(z) > 0 ou h(z) < 0
para z > 1.

(6) Supondo b > 1, existe no méaximo uma func¢ao continua em R que satisfaz
(xx) e & tal que h(b) = 1.

Demonstrando (1): Primeiramente, observe que h(1) = 0 através da identidade
h(z) = h(z-1) = h(z) + h(1),Yz € RT.
Supondo a continuidade de h em z = 1, escrevemos h(z +¢€) — h(z) = h(1 + %).

Fazendo € — 0, concluimos que

lim h(z + €) — h(e) =0,

e—0

garantindo a continuidade de h para todo z € R*.
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Demonstrando (2): De fato, h(0) = h(0-x) = h(0) + h(z) < h(z) =0, Vz € P,

contradizendo a definicao dada.

Demonstrando (3): Primeiramente mostra-se que h(z") = n - h(z), com n € N.
Para n = 1 o resultado é nitidamente vélido, pois h(x') = h(z) = 1 - h(x). Supondo
que a identidade seja verificada para n = p, mostraremos que h(zP™!) = (p+ 1) - h(x).

Com efeito:
h(zPt) = h(2? - x) = h(a?) + h(z) = p- h(z) + h(z) = (p+ 1) - h(z).

O procedimento para verificar que h(z") = n-h(x) com n sendo um inteiro negativo
¢ feito de maneira andloga. No caso em que r € Q, com r =, m € Z, n € N,

escrevemaos

Demonstrando (4): Sejam x; e xo nimeros reais tais que 1 < x; < 5. Nessa
situacao podemos escrever xo9 = k- xy com k € R e k > 1. Pela equagao funcional
definida, temos que h(x2) = h(zy - k) = h(z1) + h(k). Como h(k) > 0, segue que
h(xze) > h(zy). Caso tenhamos 0 < x; < x9 < 1, vale que 22 > 1 & h (5”—2> > 0.

x1 1

Pelo fato de que h <;—f> = h(z3) — h(z1), concluimos que h é crescente ainda que
O<a <zp <1

Em relacao a continuidade, vimos que é suficiente mostra-la para x = 1. Supondo
x > 1, definimos a sequéncia x, = a:%, n € N a qual converge para 1. Dado € > 0, a
diferenca |h(z,) — h(1)| < € equivale a |h(z,| < e. Como h(z,) = = - |h(x)], a partir de
um ng conveniente, temos que |h(x,)| < €, 0 que mostra a continuidade da func¢ao em
=1

O caso em que 0 < x < 1 ¢ tratado de maneira analoga.

Demonstrando (5): Primeiramente se tem h(z) = 0 < x = 1, pois h é injetora.

Pela proposigao anterior, vimos que se x €]1,d[, § > 0 e h(z) > 0 nesse intervalo, a
fungao é estritamente crescente em P. Restringindo nossa analise ao conjunto |1, 4], é
claro que h(x) > 0.

Sendo h(z) < 0 para x > 1, a fungao serad estritamente decrescente em RT e o

resultado segue.

Demonstrando (6): Sejam hy e hy fungoes definidas como na hipotese da propo-
si¢ao, tais que hy(b) = ho(b). Para r € Q, temos que hy(b") = hy(b"). De fato:

hl(br) =T- h1<b> =7T- hg(b) = hg(bT)
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Suponhamos que exista a € Rt tal que hy(a) # ho(a). Sem perda de generalidade,

seja hy(a) < hao(a). Como N é Arquimediano, escolhemos n € N tal que
n - (ha(a) — hi(a)) > hi(b).

Entao 1
~ - ha(b) = ha(b7) < ha(a) — haa).

Denotando hl(b%) = k, os numeros k, 2k, 3k... dividem o conjunto R™ em intervalos
justapostos, cujos comprimentos sao iguais a k. Como k < ho(a) — hy(a), pelo menos
um desses nameros, digamos m -k esta em (hy(a), ho(a)), isto &, hy(a) < m-k < hy(a).
Logo

m-k=m-h(bv) =hi(b%) = ha(b%).

Da 1ultima desigualdade, temos que

hi(a) < hy(bw) = hy(bn) < ho(a).
Como as funcoes, por hipotese, sao crescentes, a desigualdade acima nos mostra
que a < bn e bn < a, gerando uma contradicdo. Logo hi(z) = hy(x), Vo € R*. O

Por fim, mostraremos a existéncia de uma fungao satisfazendo (xx). Pelo fato da

T

fungao exponencial g(z) = a” ser continua e sobrejetora em R, a mesma admite

inversa h : R* — R, a qual denotaremos por h(y) = log, y. Em simbolos, temos
a* =y < log,y = .

Mostraremos que h(y) = log,(y) cumpre (xx). Com efeito, sejam y;, yo € RT. Pela
defini¢do da funcado inversa, temos que log,(y1) = x1 e log,(y2) = xe, com x1, x5 € R.
Segue que

a®t =y e a™ = ys.

Pelas propriedades ja conhecidas da funcao exponencial, obtemos
a™ T =y -y,

isto é:

log, (y1 - y2) = o1 + 29 = log, (y1) + log, (y2).
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