CAPITULO 1

Nocoes de Logica

I. Proposicao

I. Chama-se proposicdo ou sentenga toda oragdo declarativa que pode ser
classificada em verdadeira ou em falsa.

Observemos que toda proposicao apresenta trés caracteristicas obriga-
torias:

1?) sendo oracdo, tem sujeito e predicado;

22) é declarativa (ndo é exclamativa nem interrogativa);

32) tem um, e somente um, dos dois valores ldgicos: ou é verdadeira ( V)
ou ¢ falsa (F).

Exemplos

Sao proposigoes:

a) Nove é diferente de cinco. (9 # 5)

b) Sete € maior que trés. (7 > 3)

¢) Dois é um numero inteiro. 2 € Z)

d) Trés é divisor de onze. (3111)

e) Quatro vezes cinco € igual a vinte. (4 - 5 = 20)

Dessas proposicoes, todas sdo verdadeiras exceto d.
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Nao sdao consideradas proposicoes as frases:

f) Trés vezes cinco mais um. (3 - 5 + 1)

g) A raiz quadrada de dois é numero racional? ({2- € Q?)
h) O triplo de um niumero menos um € igual a onze. 3x — 1 = 11)

A frase fndo tem predicado, a frase g € interrogativa e a frase 4 nao pode
ser classificada em verdadeira ou falsa.

[I. Negacao

Z. A partir de uma proposi¢do p qualquer, sempre podemos construir ou-
tra, denominada negacdo de p e indicada com o simbolo ~ p.

Exemplos

a) p: Nove é diferente de cinco. (9 # 5)
~ p: Nove ¢ igual a cinco. (9 = 5)
b) p: Sete é maior que trés. (7 > 3)
~ p: Sete é menor ou igual a trés. (7 < 3)
¢) p: Dois é um numero inteiro. (2 € Z)
~ p: Dois ndo é um numero inteiro. (2 & Z)
d) p: Trés é divisor de onze. (3111)
~ p: Trés ndo é divisor de onze. (3/11)
e) p: Quatro vezes cinco ¢ igual a vinte. (4 - 5 = 20)
~ p: Quatro vezes cinco é diferente de vinte. (4 - 5 # 20)

Para que ~ p seja realmente uma proposi¢ao devemos ser capazes de
classifica-la em verdadeira ( V) ou falsa (F). Para isso vamos postular (decre-
tar) o seguinte critério de classificacao:

A proposicao ~ p tem sempre o valor oposto de p, isto €, ~ p é ver-
dadeira quando p ¢ falsa e ~ p é falsa quando p é verdadeira.

Esse critério estd resumido na tabela ao lado, p ~ P
denominada tabela-verdade da proposi¢do ~ p.

v F
F \'

Assim, reexaminando os exemplos anteriores, temos que ~ p é verdadei-
ra no exemplo d e ~ p ¢ falsa nos demais.
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EXERCICIOS

1. Quais das sentengas abaixo sdo proposigdes? No caso das proposigdes, quais sdo

verdadeiras?

a)5:4=20
b)5—4=3
¢)2+7-3=5-4+3
d5s3+1)=5-3+5-1

e)l+3=#1+6
) (-2° > (-2
g)3+4>0
h) 11—-4-2

2. Qual é a negacdo de cada uma das seguintes proposicoes? Que negacdes sdo verda-

deiras?

a) 3«7 =21
b)3-(11—-7 #35
c)3-2+1>4
d) §:7=25+6

o (3) < (7)
)2 <1

g) —(-4) =27
h) 317

III. Proposicdao composta — Conectivos

A partir de proposi¢cdes dadas podemos construir novas proposi¢cdes me-
diante o emprego de dois simbolos 16gicos chamados conectivos: conecti-
vo A (lé-se: e) e o conectivo v (lé-se: ou).

3.  Conectivo A

Colocando o conectivo A entre duas proposi¢cdes p e g, obtemos uma
nova proposi¢ao, p A ¢, denominada conjuncdo das sentengas p € g.

Exemplos

1)y d>0
qQ: 2 # 1

PAqQG2>0e¢ 221

2. p=2 s =]
qQ: (—2) < (1)

pAqg-2<-1e (-2¢< (1P
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3?) p: um quadrado de lado ¢ tem diagonal 2a
q: um quadrado de lado ¢ tem drea a?
p A g: um quadrado de lado a tem diagonal 2¢ e drea a’

4°) p: 215 (2 é divisor de 5)
q: 315 (3 é divisor de 35)
p Aq2l5 e 3I5 (2 e 3 sdo divisores de 5)

Vamos postular um critério para estabelecer o valor légico (V ou F) de
uma conjunc¢do a partir dos valores logicos (conhecidos) das proposi¢des p e g:

A conjun¢do p A g ¢ verdadeira se p e g sao ambas verdadeiras;
se ao menos uma delas for falsa, entdo p A g ¢ falsa.

Esse critério esta resumido na ta- Pl q P AQ
bela ao lado, em que sdo examinadas to-
das as possibilidades para p e g. Essa ta- A 5 v
bela ¢ denominada tabela-verdade da ¥ Lr F
proposicdo p A q. IF’ ;‘; E

Reexaminando os exemplos anteriores, temos:
1I9p:25>0 Y)

21 (V)

entao:

pAGZ2>=0¢e21 (¥)

29 pi =2 € ~1 U¥)
qQ: 2F < =17 »)
entao:
pAGE—2<—-1 & C2F< (1 V)

3?) p: um quadrado de lado @ tem diagonal 2¢ (F)
q: um quadrado de lado ¢ tem drea a? (V)
entao:
P A q: um quadrado de lado @ tem diagonal 2 e drea ¢? (F)

4%) p: 215 (F)
q: 315 (F)
entao:

pAg:2ls e 35 F)
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4. Conectivo v

Colocando o conectivo v entre duas proposi¢des p ¢ ¢, obtemos uma
nova proposicdo, p v ¢, denominada disjun¢do das sentengas p e gq.

Exemplos

19) p: 5§ > 0 (cinco € maior que zero)
q: 5 > 1 (cinco ¢ maior que um)
pvag 5>0o0ujl>1(cincoé maior que zero ou maior que um)
22) p: 3 = 3 (trés € igual a trés)
q: 3 < 3 (trés € menor que trés)
p v q 3 < 3 (trés é menor ou igual a trés)

3%) p: 10 é numero primo
q: 10 é numero composto
g v q: 10 € numero primo ou nimero composto

4% gy 3w P
e 2« (=3
pv g <2 ou B <=3

Vamos postular um critério para decidir o valor 16gico (¥ ou F) de uma
disjuncdo a partir dos valores logicos (conhecidos) das proposi¢cdes p e g:

A disjuncdo p v g € verdadeira se a0 menos uma das proposigoes
p ou g é verdadeira; se p e ¢ sdao ambas falsas, entdo p v g ¢é falsa.

Esse critério estd resumido na ta-
bela ao lado, denominada tabela-verda-
de da proposi¢do p v q.

< < [
mgim < ]
< < < [

Revendo os exemplos anteriores, temos:

1) p: 5>0 (V)
G 5>1 V)
entao:
pvqg:5>0o0u 5>1 (V)
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29)

pyvag3Ig3d (v)

39) p: 10 é numero primo (F)

q: 10 é mimero composto (V)

entao:

p v g: 10 é nimero primo ou composto (V)
Np:3P<P (P

q: 22 < =3 (F)

entao:

p Vv LB ou 23 OB

EXERCICIO

3. Classifique em verdadeira ou falsa cada uma das seguintes proposicdes compostas:

. da- e ) — < > ou 5l11

by 3> 1 ga 3= 1] /' 4

c) 214 ou 214 + 1) )(1)¥=-1 e 2°< (-2
HDIS+D=3:-54+3-2 e 317 ¢) 16 =6 ou mdc(d, 7) = 2

IV. Condicionais

Ainda a partir de proposi¢cOes dadas podemos construir novas proposi-
¢oes mediante o emprego de outros dois simbolos ldgicos chamados condicio-
nais: o condicional se ... entdo ... (simbolo: =) e o condicional ... se, e somen-
te se, ... (simbolo: <).

5. Condicional —

Colocando o condicional — entre duas proposi¢des p e g, obtemos uma
nova proposicdo, p — @, que se 1é: “‘se p, entdo g’’, “‘p é condi¢do necessdria

L B 1

para qg’’, “‘q € condicdo suficiente para p”’.
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No condicional p — g, a proposicdo p é chamada anfecedente e g é cha-
mada consegqiiente.

Exemplos

19) p: dois é divisor de quatro (214)
q: quatro é divisor de vinte (4120)
p — q: se dois é divisor de quatro, entdao quatro é divisor de vin-
te (214 — 4120)

2%) p: dois vezes cinco € igual adez (2 -5 = 10)
q: trés € divisor de dez (3110)
p — q: se dois vezes cinco € igual a dez, entdo trés ¢ divisor de
dez (2-5 = 10— 3110)

39) p: cinco é menor que dois (5 < 2)
g: dois € numero inteiro (2 € Z)
P — q: se cinco € menor que dois, entao dois é numero inteiro
<2->2€2
4°) p: um meio ¢ menor que um tergo (% < —;—)
q: trés € igual a cinco (3 = 5)
p — q: se um meio é menor que um tergo, entdo trés € igual a
: 1 1
anco |[— < ——+3 =35
3=
Vamos postular um critério de classificacdo para a proposi¢do p — g ba-
seado nos valores logicos de p e g:

O condicional p — g ¢ falso somente quando p é verdadeira e g €
falsa; caso contrario, p — g € verdadeiro.

Esse critério estd resumido na ta- P q p—>q
bela ao lado, denominada tabela- v v v
verdade da proposi¢ao p — g.
proposigao p q v F F
F V Vv
F F \'/

Revendo os exemplos dados, temos:

1) péVeqéV, entdio p—->qé V.
29) péVeqéF, entdio p—>qéF.
3% péFeqéV, entdo p—+qéV.
4°) pé Feqé¢F, entio p—-qé V.
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6. Condicional <

Colocando o condicional < entre duas proposi¢des p ¢ g, obtemos uma
nova proposicdo, p <= g, que se 1&: “‘p se, e somente se, g’’, ‘“‘p € condicao

necessaria e suficiente para g’’, ‘‘q é condicdo necessaria e suficiente para p”’
ou ‘‘se p, entdo g e reciprocamente’’.

Exemplos
1%} p: 2112
g 2+ TI12 «F
p«q: 2112+<2-7112.7
3 6
29) p: — = —
)P =
qQ: 3-4#6-2
3 6
*oq=—=—=3-4%6-2
B " a
D) p:6=12:3
q: 3:-6 = 18
peg 6=12:3% 36 = 18
4°) p: 4 <3
g 4-5L 335
peqg 4L 3I=*4-53-5

Vamos postular para o condicional p < g o seguinte critério de classi-
ficacao:

O condicional < ¢ verdadeiro somente quando p e g sao ambas ver-
dadeiras ou ambas falsas; se isso nao acontecer, o condicional < € falso.

Assim a tabela-verdade da propo- P q pP=q
sicdo p <= g € a que esta ao lado.
¢ao p <> g d Y v v
¥ oiF F
FIV F
F | F Vv

Revendo os exemplos dados, temos:

1) péVeqéV, entio p«qéel.
2)péeVeqelF, entio p*qé F.
) peFeqéeV, entdo p==qéerF.
4° ) pé FeqéF, entdio p=qél.
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EXERCICIOS

4. Classifique em verdadeira ou falsa cada uma das proposigdes abaixo.

a)2—-1=1->5+7=3-4 e) 218 - mmc (2, 8) = 2
b) 22 =4 (-2)2=4 fle6gE 262310
c)5+7-l=10~»3:3r=9 . g}i<i—r3-7=2-5
d) mdc (3, 6) = 1 <= 4 € nimero primo 5 7

5. Admitindo que p e g sdo verdadeiras e r é falsa, determine o valor (¥ ou F) de cada
proposi¢ao abaixo.

a)p—>r e)p—-(q->1)
b) pegq Dp=@@v 1
c)r—=p g) vpengq
d(pvrneq h) vper

6. Sendo a proposicdo p — (r v s) falsa e a proposicdo (g A ~s) < p verdadeira,
classifique em verdadeira ou falsa as afirmacdes p, g, r e s.

V. Tautologias

/. Seja v uma proposi¢ao formada a partir de outras (p, g, 7, ...) mediante
o emprego de conectivos (v ou A ) ou de modificador (~) ou de condicionais
(— ou <). Dizemos que v é uma fautologia ou proposicao logicamente verda-
deira quando v tem o valor l6gico V (verdadeira) independentemente dos valo-
res logicos de p, g, etc.

Assim a tabela-verdade de uma tautologia v apresenta so ¥ na coluna de v.

Exemplos

17) (p A ~p)—= (g v p) é uma tautologia, pois:

p q ~p | p A ~p qgqvp | (pA~p)—>(qvVp
v V F F \'4 v
\% F F F Vv \%
F \Y% V F \Y% \Y
F F V F F \%
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2°) ~(p A @ * (~p v ~gq) € uma tautologia, pois:

pAaqi~(pAqg|~p|~q|~pVv~g|~pPArg)e(~vpVvaq)

<m<MT

<< |0
m<m< [Q
2 v Mo My 5 6
<<<™T
< <
L a<™
< < <<

VI. Proposicoes logicamente falsas

5.  Seja_fuma proposi¢do formada a partir de outras (p, g, r, ...) mediante
o emprego de conectivos (v ou A ).ou de modificador ( ~) ou de condicionais
(= ou <). Dizemos que f € uma proposicdo logicamente falsa quando f tem
o valor légico F (falsa) independentemente dos valores logicos de p, g, etc.

Assim, a tabela-verdade de uma proposi¢ao logicamente falsa f apresen-
ta s6 F na coluna de f.

Exemplos

1°) p A ~p é proposi¢cdo logicamente falsa, pois:

P ke’ p.A ~p

F ¥
F A4 F

22) (p v @<= (~p A Q)

~pl~gipyVv ~glopAag|(Pyv Y@< (~p A Q)

T < <
m<Tm< |8
< Y
)
< T <
"y < ey
'r{ /i 1 i
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VII. Relacao de implicacao

9.  Dadas as proposicoes p e g, dizemos que ““p implica ¢°’ quando na tabela
de p e g nao ocorre VF em nenhuma linha, isto €, quando nao temos simulta-
neamente p verdadeira e g falsa.

Quando p implica g, indicamos p = gq.

Observacoes

1?) Notemos que p implica ¢ quando o condicional p — g é verdadeiro.
2%) Todo teorema ¢ uma implicacdo da forma
hipotese = tese

Assim, demonstrar um teorema significa mostrar que nao 0corre o caso
de a hipotese ser verdadeira e a tese falsa.

Exemplos

19) 214 = 214 - 5
significa dizer que o condicional ‘‘se 2 é divisor de 4, entdo 2 édivisorde 4 - 5’
¢ verdadeiro.

2°) p € positivo e primo = mdc (p, p’) = p
quer dizer que o condicional ‘‘se p é nimero primo e positivo, entdo 0 maximo
divisor comum de p e p? é p”’ é verdadeiro.

VIII. Relacdao de equivaléncia

10. Dadas as proposi¢des p e g, dizemos que “‘p é equivalente a ¢’’ quando
p € g tém tabelas-verdades iguais, isto €, quando p e ¢ tém sempre 0 mesmo
valor logico.

Quando.p ¢ equivalente a ¢, indicamos: p & g.
Observacoes

1?) Notemos que p equivale a ¢ quando o condicional p < ¢ € verdadeiro.

2%) Todo teorema, cujo reciproco também é verdadeiro, é uma equiva-
léncia.

hipdtese & tese

11



NOCOES DE LOGICA

Exemplos
1?9) =g  (~vq—> ~p)

e T WA g o e L e
vV | Vv v F F »
I F \% F F
F |V \ F ol ¥
F F vV Vv Vv v

2?) 218 & mdc (2, 8) = 2 significa dizer que € verdadeiro o bicondicio-
nal ‘2 é divisor de & se, e somente se, 0 maximo divisor comum de2e 8¢ 2,

EXERCICIOS

7. Verifique, por meio das tabelas-verdades, a validade das equivaléncias abaixo.
a) da conjuncio ¢) da conjuncdo relativamente a disjungdo

pagvine@aqvpar
pv@anep@PvgalPvr

PAgQeqQAPp
PArdAarepal@ar
PApep

pAVeD

parfef

b) da disjung¢io d)
pvqgqeqvVvp
Ppvggvrepvigvr
PVDPeDp

pvveyv

pviep

em que p, ¢, r sdo proposicdes quaisquer, v é uma tautologia e f uma proposicdo

logicamente falsa.

pAa(Ppvgep
pvipagep

da negacédo
~(~vp) & p

~{P A Qe ~p Vv g
m(pvq)ﬁrupnmq

IX. Sentencas abertas, quantificadores

11. Ha4 expressdes como:

a)x+1=7
b) x > 2
¢) X3 = 2x*

12
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que contém variaveis e cujo valor ldgico (verdadeira ou falsa) vai depender do
valor atribuido a varidvel.

Nos exemplos citados temos:

a) x + I = 7é verdadeira se trocarmos x por 6 e ¢ falsa para qualquer outro
valor dado a x;

b) x > 2 é verdadeira, por exemplo, para x = 0;
¢) x? = 2x? é verdadeira se trocarmos x por 0 (0° = 2-0°) ou
2(2° = 2. 2%) e ¢ falsa para qualquer outro valor dado a x.

Oragdes que contém variaveis sdo chamadas fungoes proporcionais ou
senten¢as abertas. Tais oracdes nao sao proposicoes pois seu valor 1ogico (V
ou F) é discutivel, dependem do valor dado as varidveis.

Ha, entretanto, duas maneiras de transformar sentencas abertas em pro-
posicoes:

1%) atribuir valor as variaveis
2%) utilizar quantificadores.

12. O quantificador universal

O quantificador universal, usado para transformar sentencas abertas em
proposi¢des, ¢ indicado pelo simbolo ¥, que se 1&: ‘‘qualquer que seja’’, ‘‘para
todo’’, ‘“‘para cada’’.

Exemplos
1°) (Mx)(x + I = 7), que se lé:
‘“‘qualquer que seja o numero x, temos x + I = 7. (Falsa)

292) (Mx)(x* = 2x?), que se l&:
‘“‘para todo numero x, x’ = 2x?”’. (Falsa)
3°) (va) (@ + 1P = a? + 2a + 1), que se lé:

‘“‘qualquer que seja o numero a, temos (a+ Iy’ =a’+ 2a+ 1”’. (Verdadeira)
4°) (wy)(y? + I > 0), que se lé:
‘‘para todo numero y, temos y? + I positivo’’. (Verdadeira)

13. O quantificador existencial

O quantificador existencial é indicado pelo simbolo 3, que se 1€: “‘existe’’,
“‘existe pelo menos um’’, ‘‘existe um’’.

13
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Exemplos
1) (A x)(x + I = 7), que se 1¢;
“‘existe um numero x tal que x + I = 7.  (Verdadeira)

29) (3 x)(x* = 2x?); que se Jé:
“‘existe um nimero x tal que x’ = 2x?”’.  (Verdadeira)

39) ( a)(a® + 1 < 0), que se lé:
“‘existe um numero a tal que a’ + I é ndo positivo’’.  (Falsa)

4°) (AIm)(m(m + 1) # m? + m), que se lé:
‘“‘existe pelo menos um numero m tal que m(m+1) = m? + m’’. (Falsa)

14. Algumas vezes utilizamos também outro quantificador: 31, que se I&:
“‘existe um unico’’, ‘‘existe um e um s0’’, ‘‘existe s6 um’’.

Exemplos
1°) Alx)(x + I = 7), que se 1&:
‘‘existe um sO numero x tal que x + I = 7. (Verdadeira)

2%) (3Ix)(x? = 2x?), que se lé:
“‘existe um sO numero x tal que x? = 2x?”’. (Falsa)

39) (3Ix)(x + 2 > 3), que se l&:
“‘existe um sO numero x tal que x + 2 > 3”’. (Falsa)

EXERCICIO

#. Transforme as seguintes sentencas abertas em proposi¢oes verdadeiras usando quan-

14

tificadores:
a) x2-5x + 4 =0 e —(—x) =x
bD@@+D@a-1)=a-1 f) 5a + 4 < 11
L S . & .
c)3+4;£7 g) vx X

Ly
d)Jm?2 + 9% m + 3 h 2—2 -a-1
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X. Como negar proposicoes

J4 vimos o que é a negacdo de uma proposicao simples, no item II deste
capitulo.

Vamos destacar aqui resultados obtidos no exercicio 7, os quais consti-
tuem processos para negar proposi¢ées compostas e condicionais.

15. Negag¢do de uma conjuncdo

Tendo em vista que ru(p A g) © rup v rug, podemos estabelecer que
a negacdo de p A ¢ é a proposi¢do rup v rug.

Exemplos

19)p:rasl
q: b #8
paqg:az#zx0ebz0
nnpaqg:a=0oub=20

2%) pr 214
q: 319
P Aq:2l4 e 319
nu(p A q): 244 ou 349

16. Negacdo de uma disjungdo

Tendo em vista que ru(p v q)  (rup A rug), podemos estabelecer que
a negagao de p v g € a proposicdo "up A nug.

Exemplos

1°) p: o tridngulo ABC ¢ isOsceles
q: o tridngulo ABC ¢ equilatero
p v q: o tridngulo ABC é isosceles ou equilatero
ru(p v q): o tridngulo ABC nao € isdsceles e ndo é equilatero

0 m o o

29)

.
s
-

2 T

q:
v

a'c:

T <owm
ol

W o

o

15
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17. Negacdo de um condicional simples

Jad que u(@ —= q) & p A rnug, podemos estabelecer que a negagao de
p — q € a proposicdo p A rnug.

Exemplos

i)p:2€ Z
q: 2€qQ
p—>q:2€Z-2€0
vip—=q):2E€EZ e 2€¢Q

2°) p: 5 = (-5)
g: 5 = -5
p=>q ¥ =(SF—>5=-5
np-=ql =05 ¢ 3 -5

18. Negacdo de proposicées quantificadas

a) Uma sentenca quantificada com o quantificador universal, do tipo
(% x) (p(x)), é negada assim: substitui-se o quantificador pelo existencial e nega-
se p(x), obtendo: (Ix) (rup(x)).

Exemplos

1?) sentenga: (¥x) (x + 3 = 95)
negacdo: (Ax) (x + 3 # 5)

29) sentenga: (¥x) (x(x + 1) = x* + x)
negacdo: (3x) (x(x + 1) # x2 + x)

3°) sentenca: (¥x) (yx2 +1=x+1)
negacdo: (Ix) (vrxz—+ 1 #x+1)

4°) sentenca: Todo losango é um quadrado.
negacao: Existe um losango que nao ¢ quadrado.

b) Uma sentenca quantificada com o quantificador existencial, do tipo
(3x) (p(x)), é negada assim: substitui-se o quantificador pelo universal e nega-
se p(x), obtendo: (¥x) (rup(x)).

Exemplos

1?) sentenca: (dx) (x = x)
negacio: (¥x) (x # x)

16
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EXERCICIOS

9. Diga qual ¢ a negagao de cada proposi¢ao abaixo.

a) mdc (2,3) =1 ou mmc(2,3) # 6
- : ,
b) = ou 3-10=6-5

c)%;l e =3 5 1

d) 2 =4->J4=2

e (-3 =949 # -3

2L 5-+=R € 5

g) (wx) (x >2—-3> 39

h) @x) (Jx < 0)

i) Todo numero inteiro primo € impar.

j) Todo tridngulo isOsceles € equilatero.

k) Existe um losango que nao ¢ quadrado.

) Existe um numero cuja raiz quadrada € zero.
m) Todo tridngulo que tem trés dngulos congruentes tem trés lados congruentes.

10. Classifique em V ou F as negac¢des construidas no exercicio anterior.




