Capitulo 1

Linguagem de conjuntos







Ndo se desanime com a
sensacdo de estar apren-
dendo coisas que ja estu-
dou. O objetivo é realmente
retomar conhecimentos ja
estudados, aprofunda-los
e torna-los mais precisos.
Serdo trabalhados conhe-
cimentos novos, assim vocé
podera ampliar seu saber.

Vocé se lembra do que € um
conjunto? Se vocé ja é pro-
fessor, como vocé introduz
este assunto? Discuta com
seus colegas, formas de se
introduzir este assunto e
como desenvolver a com-
preensdo dos seus estu-
dantes.

Converse sobre a nocdo de
conceito primitivo. Faca
uma pesquisa. Essa nocédo é
derivada da Filosofia e tem
implicagcdes importantes
para toda a ciéncia.

Capitulo 1

Linguagem de conjuntos

Neste capitulo temos como objetivos estudar a lingua-
gem de conjuntos e as operagoes entre eles, desenvolven-
do os instrumentos necessdrios para que os estudantes
utilizem a linguagem de conjuntos como representagio
de situacoes e conceitos matemdticos.

Introducao

Neste capitulo vamos estudar Conjuntos como uma linguagem
essencial na construcao dos conceitos matematicos. Nosso estudo
estd inserido numa teoria mais ampla, a Teoria dos Conjuntos,
desenvolvida no final do século XIX e inicio do século XX. Ao
longo de seu desenvolvimento, a teoria dos conjuntos manteve
um estreito relacionamento com a Filosofia, mais especificamente
com a Logica.

Os conceitos que apresentaremos neste capitulo serao utilizados
durante todo o curso, uma vez que constituem ferramentas indis-
pensaveis para a compreensio dos contetidos de Algebra, Calcu-
lo, Geometria Analitica, Andlise e outros. Nao temos a pretensao
de esgotar o estudo de Conjuntos: estaremos aqui desenvolvendo
apenas o essencial para que vocé possa se sentir confortavel com a
linguagem, a notagao e o tipo de raciocinio necessarios para acom-
panhar os préximos capitulos e outras disciplinas. Veremos a re-
presentacdo dos conjuntos, as relagdes de pertinéncia e inclusao,
cardinalidade, as operagdes entre conjuntos e o produto cartesiano.

1.1 Conjuntos e elementos

As nogoes de conjunto, elemento e a relacao de pertinéncia entre
elemento e conjunto sdo conceitos primitivos, que nao se definem.
A idéia de conjunto € intuitivamente a da linguagem comum,



quando estamos pensando em alguns objetos situados coletivamen-
te; podemos pensar num conjunto como uma colecao (ou classe) de
objetos, sem repeticao e ndo ordenado. Os objetos de um conjunto
sao chamados, em geral, de elementos ou membros do conjunto. A
maneira mais simples de especificar um conjunto consiste em listar
seus elementos entre chaves. Por exemplo: {1,3,5,7,9} representa a
colegao dos niimeros naturais impares menores do que 10. Observe
que {3,7,5,9,1} e {1,1,3,5,5,9,7,7} sdao o mesmo conjunto, uma vez
que o segundo conjunto apresenta elementos repetidos. Nao impor-
ta a ordem com que listamos os elementos, nem se repetimos um
elemento; tudo que importa é: quais objetos sao elementos do con-
junto e quais nao sao. Em nosso exemplo, exatamente cinco objetos
sdo elementos do conjunto e nenhum outro objeto o é.

Veja que usamos a palavra “elemento” para indicar que um objeto
estd em uma colecao (conjunto). Simbolicamente, a pertinéncia de
um elemento a um conjunto é indicada pelo simbolo €. Convencio-
na-se representar conjuntos com letras maitsculas e seus elementos
com letras mindsculas (no entanto, isto é apenas uma convengao e
ndo uma regra geral). A notacdo “xe 4” (1é-se: x pertence ao con-
junto A) significa que o objeto x é elemento do conjunto 4. Deno-
tando por 4 o conjunto do exemplo anterior, 4={1,3,5,7,9}, pode-
mos escrever 3e€ 4 ou 7 € 4. Quando um objeto nao pertence a um
conjunto usamos o simbolo ¢ ; ainda no exemplo, podemos escrever
2¢ A (lé-se: 2 ndo pertence ao conjunto 4 ).

Observacao 1. “x e A” também se 1é como “ x é membro de 4” ou
“xéelementode 4”7 ou “xestiem A"

Observacao 2. Os conjuntos numéricos sao representados por letras
especiais

N - Conjunto dos ntimeros naturais

Z - Conjunto dos niimeros inteiros

Q - Conjunto dos nimeros racionais

R - Conjunto dos nimeros reais
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Quando escrevemos “seja x € Z”, isso significa “seja x um elemento

do conjunto Z” ou simplesmente “seja x um inteiro”. Um asteris-
co * indica que estamos considerando o conjunto sem o zero; por
exemplo, N” é o conjunto dos niimeros naturais sem o zero e x € N’
significa que x é um nimero natural nao nulo. Para o conjunto Z
temos ainda as notagoes:

Z, : conjunto dos niimeros inteiros nao negativos
(notagao:x>0)

Z', : conjunto dos nimeros inteiros positivos (notagao: x >0 )

Usamos notagoes similares para os conjuntos Q e R.

1.2 Representacao de conjuntos

Ha duas maneiras de se especificar um conjunto:

1) Listar entre chaves os elementos ou alguns elementos do conjunto

Esta notacdo é apropriada para conjuntos com um ndmero
“pequeno” de elementos, como {1,3,5,7,9}ou {-1,0,1}. Outra
situagdo para a qual esta notagdo é adequada é quando fica
evidente a regra de formacdo dos elementos do conjunto. Por
exemplo, o conjunto dos niimeros naturais menores do que 100
pode ser anotado por {0,1,2,3, 4,5,...,100}. Neste caso usamos
as reticéncias (...). Um outro exemplo da utilizacdo das reti-
céncias € a notacao do conjunto dos niimeros naturais pares:
{0,2,4,6,8,10,...}. No entanto, deve-se tomar cuidado ao utili-
zar reticéncias. Por exemplo, o conjunto {3,5,7,...}seria 0 con-
junto dos niimeros naturais impares? Ou seria o conjunto dos
numeros naturais primos maiores do que 2 ? Com esta notagao
ndo podemos precisar qual dos dois conjuntos estd sendo re-
presentado. Por este motivo, use reticéncias somente quando
nao houver qualquer possibilidade de confusao, ou seja, quan-
do a regra de formacao dos elementos estiver bem clara.

2) Descrever a propriedade que caracteriza os elementos do conjunto

Um conjunto fica determinado quando conhecemos as proprie-
dades caracteristicas de seus elementos. Por exemplo, o con-



junto de todos os ntimeros naturais maiores do que 20 pode
ser anotado por B={neN/n>20}. Observe que este é o con-
junto dos objetos que satisfazem duas condi¢oes: sdo nimeros
naturais e sao maiores do que 20. Lé-se: “ B é o conjunto dos
numeros naturais n (n € N) tais que ( / ) n é maior do que 20
(n>20)".

Observacao 3. O simbolo “/ ” de “tal que” pode ser substituido por
dois pontos (:) ou por ponto e virgula (;).

Observacao 4. A representacao de um conjunto ndo é tnica; por
exemplo, o conjunto dos nimeros naturais que sao divisores de
20 pode ser representado por {1,2,4,5,10,20} ou {neN/n |20} ou
{n € N/n é divisor de 20}.

Observacao 5. Algumas vezes a propriedade que caracteriza o con-
junto envolve a relacdo de pertinéncia. Neste caso, esta relacdo apa-
rece no sentido de “percorre”. Veja o exemplo:

A={3n/neN}; 4 é o conjunto dos niimeros da forma 3n, quan-
do n “percorre” os naturais, ou seja, é o conjunto dos nimeros
3-0,3-1,3-2,3-3,... Listando os elementos entre chaves teriamos
A4=1{0,3,6,9,12,15,18,...}, que é o conjunto dos multiplos de 3.

Observacao 6. Um conjunto desprovido de elementos é chamado
conjunto vazio e anotado & ou {}. Por exemplo:

i) é vazio o conjunto dos dias da semana que comecam com a
letra b.

ii) A={xeR/x*=-1} é o conjunto vazio, pois ndo existe um nu-
mero real cujo quadrado é negativo.

Observacao 7. Um conjunto com um tnico elemento é chamado
conjunto unitdrio. Por exemplo, o conjunto das solugdes reais da
equagdo x +4 =3 é o conjunto {-1}.



A palavra inclusédo tem
muitos sentidos. Pense
como o sentido social,
por exemplo, se relaciona,
ou ndo, com o sentido
matematico que estamos
discutindo. Procure os
significados dessa palavra
em um bom dicionario.

1.3 Inclusao - subconjuntos

Observemos os conjuntos:

A={xeN/x édivisivel por 6} e
B= {x e N/ x ¢ divisivel por 3}.

Existe alguma relacao entre eles? Ntumeros divisiveis por 6 sao os
elementos de 4 e nimeros divisiveis por 3 sao os elementos de B.
Sabemos também que todo nimero divisivel por 6 também é divi-
sivel por 3. Combinando estas duas informagdes vemos que todo
elemento de 4 é também elemento de B.

Observemos outro par de conjuntos: M é o conjunto dos poligonos
no plano e T é o conjunto dos tridangulos no plano. Como todo tri-
angulo é um poligono (de trés lados), podemos concluir que todo
elemento de T é também elemento de M .

Os exemplos acima nos mostram a ocorréncia de uma relagao entre
dois conjuntos: a relagao de inclusao. Quando todo elemento de um
conjunto X é também elemento de um conjunto Y, dizemos que X
estd contido em Y e escrevemos X — Y. Neste caso X é chamado
um subconjunto de Y. Nos exemplos temos AcBeT cM.

Outros exemplos:

1) Para A={xeZ/1<x<12} e B={xeZ/2<x<9}, temos que
B c A, pois todo nimero inteiro entre 2 e 9 também esta en-
trelel2.

2) Para A={-1}e B={xeR/x’-1=0}, temos que Ac B pois,
B={-1, 1}.

Observacao 8. Quando nao ocorre relagao de inclusao?

Obervemos os conjuntos X = {x € N/x ¢ divisivel por 5} e

Y ={x e N/x ¢ divisivel por 6}.

Existem elementos de X que nao pertencem a Y . Por exemplo, o 15
(é divisivel por 5 mas ndao é divisivel por 6). Neste caso dizemos
que X ndo estd contido em Y. Assim, X ndo estd contido em Y
quando existe pelo menos um elemento de X que nado pertencea Y .



(Note também que Y nao estd contido em X, uma vez que 24 é
elemento de Y, é divisivel por 6 e nao € divisivel por 5).

Observacao 9. Ha duas inclusoes “extremas”™ Ac A4 (pois é cla-
ro que todo elemento de 4 pertence a 4) e & 4. Esta tultima é
curiosa: se quiséssemos mostrar que & nao estd contido em A4, teri-
amos que obter um objeto x tal que x € mas x¢ 4. Como xeJ é
impossivel, pois & nao tem elementos, somos levados a concluir que
nao é possivel mostrar que & ndo estd contido em A4, ou seja, o con-
junto vazio é um subconjunto de 4.Se B c 4 e B é diferente de & e
do préprio 4, dizemos que B é um subconjunto préprio de 4.

Propriedades da inclusao

A relacdo de inclusdo tem algumas propriedades que nos serao
uteis:

i) Reflexiva: Todo conjunto é subconjunto de si proprio, ou simbo-
licamente, 4 — A para todo conjunto 4 (veja Observacao 9).

i1) Anti-simétrica:Se Ac B e Bc A,entao A=B.

Esta propriedade é constantemente usada nos raciocinios ma-
teméticos: quando se deseja mostrar que dois conjuntos sao
iguais, mostra-se que duas inclusdes ocorrem. Na verdade esta
propriedade contém, nela embutida, a condicao de igualdade
entre conjuntos: os conjuntos 4 e B sao iguais se e somente se
tém exatamente os mesmos elementos. Simbolicamente,

A=B seesomentese AcBe BcA4.

Em outras palavras, 4 =B se e somente se todo elemento de
A4 é elemento de B e todo elemento de B ¢é elemento de 4.
Assim, para mostrarmos que dois conjuntos 4 e B sdo iguais
basta mostrar que xe 4 <> x e B.

i) Transitiva: Para 4, B e C conjuntos,se A c Be Bc C,entao 4 c C.

Observemos que se x € elemento de 4, entdo serd elemento de
B e,como B c C, x sera também elemento de C. Assim, todo
elemento de A4 sera elemento de C, ouseja, AcC.

Pense bem sobre essa
justificativa. Vocé consegue
compreender sua validade?
Perceba que nem sempre o
conjunto vazio é elemento
de um conjunto, mas
sempre € subconjunto

de qualquer conjunto.

Esta demonstracdo

segue um padrdo muito
usado. Procure descobrir
que padrdo é esse.



Esta propriedade é a base do raciocinio dedutivo, sob a for-

Silogismo

Leia a discussdo sobre silo- ma que classicamente se chama de silogismo. Um exemplo de
QLS”_‘O nos sites indicados silogismo é o seguinte: todo ser humano é um animal, todo
a0alxo.

animal é um ser mortal, logo todo ser humano é mortal. Na
e http://www.simpozio.

ufsc.br/Port/1-enc/y-
micro/SaberFil/PeqLogi junto dos seres humanos, dos animais e dos mortais. Temos

ca/2211y025,2.html AcBeBcC,logo AcC.
e http://www.paralere
pensar.com.br/

linguagem de conjuntos: 4, B e C sao respectivamente o con-

silogismos.htm Exercicios propostos
Consulte também seu mate-
rial de Problemas - Sistema- 1) Listar entre chaves os elementos dos conjuntos:

tizacdo e Representacao.

A={xeR/x*-5x+6-0}

B ={x/x ¢ letra da palavra abracadabra}
C={xeR/x*-9=00u2x-1=9}
D={xeR/3x+1=9e2x*=x=1=0}

E ={x/x ¢ algarismo do nlimero 234543}

2) Representar os conjuntos:
a) Dos niimeros naturais multiplos de 5.
b) Dos nimeros naturais divisores de 50.

¢) Dos nimeros naturais maiores estritamente do que 5 e me-
nores estritamente do que 30 e que sejam divisiveis por 3.

d) Dos numeros inteiros x que satisfazem a igualdade
x*=2x+1=0.
3) Em cada caso, verifique se 4 estd contido em B':
A={xeN/n=4p, peN}; B={xeN/n=4k, keN}
A= {n e N/n é divisor de 484}; B= {n e N/n é divisor de 242}

4) Determinar todos os possiveis conjuntos X que satisfazem si-
multaneamente as condi¢des X = {1,2,3,4,5} e {1,2}c X .

5) Dados os conjuntos A4 ={a,b,c,d} e B=1{b,d,e}, listar os con-
juntos Y taisque YcAde YcCB.



6) Considere os subconjuntos de niimeros naturais
M,={na/neN}e M, ={nb/neN}, com a e b niimeros natu-
rais fixos. Determine sob que condi¢des M, é subconjunto de
M,

1.4 Cardinalidade de um conjunto

Nos exemplos anteriores trabalhamos com conjuntos finitos como
{1,3,5, 7} e infinitos, como N e Z. Intuitivamente sabemos distinguir
quando um conjunto € finito ou infinito, mas como caracteriza-los?

Um conjunto 4 € finito quando é possivel estabelecer uma correspon-
déncia biunivoca entre 4 e um subconjunto de niimeros naturais da
forma B = {1,2,3,...,n}, com neN. Isso significa que cada elemento
de A estd associado a um tnico elemento de B cada elemento de B
estd associado a um tinico elemento de 4. Veja o exemplo:

A= {a,e,i,o,u} B= {1,2,3,4,5}

g WON =

No exemplo acima cada elemento de 4 estd associado a um tnico
elemento de B e vice-versa; assim, 4 é finito e possui 5 elementos
(0 mesmo niimero de elementos de B ). De modo geral, se existe uma
correspondéncia dessa natureza entre um conjunto 4 e um conjunto
B= {1, 2,3,4,..., n} , podemos concluir que 4 é um conjunto finito com
n elementos e podemos expressar A como 4=1{a,,a,,a;,a,,...a,}.
Conseqiientemente, um conjunto € infinito quando nao € finito, ou
seja, quando nao é possivel estabelecer uma correspondéncia biuni-
voca com um conjunto B = {1, 2,3,4,..., n}, qualquer que seja n .

A cardinalidade de um conjunto nada mais é do que a “quantidade”
de elementos do conjunto. Quando 4 é um conjunto finito, sua car-
dinalidade é um nimero natural anotado por |4|. Quando 4 é um
conjunto infinito, dizemos que sua cardinalidade ¢ infinita.

Correspondéncia Biunivoca
Procedimento que domina
toda a matematica(...). Esta
consiste em atribuir a cada
objeto de um conjunto um
objeto de outro, e continuar
assim até que um ou ambos
o0s conjuntos se esgotem(...).
A correspondéncia biunivoca
resume-se numa operacdo
de “fazer corresponder”.

(Fonte: http://www.somate
matica.com.br/numeros.

php).

No decorrer do curso
vamos mostrar que
existem diferencas entre
cardinalidades infinitas,
isto é, existem estudos,
iniciados pelo matematico
Georg Cantor (1845-1918),
que mostram que conjuntos
com infinitos elementos
possuem cardinalidades
diferentes. Este € um
assunto interessante, que
mexe Com Nnossas crencas
e intuicoes. Procure
noticias sobre isso!



Observacao 10. Evite dizer “nimero infinito de elementos”. Se é nii-

mero, € finito. Se um conjunto é infinito, podemos dizer que ele pos-
sui uma infinidade de elementos.

Observacao 11. A cardinalidade do conjunto vazio é zero.

1.5 Conjunto das partes de um
conjunto

Quantos subconjuntos tem um conjunto? Veja um primeiro exemplo.
Exemplo 1. Para 4 = {1,2,3} os possiveis subconjuntos de A séo:

A=0; 4, ={1}; 4,=12}; 4,=3}; 4 ={1.2};
A, ={13Y; 4, ={2,3}; 4,={1,2,3}.

Observe que 4 possui pelo menos dois subconjuntos: & e o proprio
A (veja Observagio 9). Note também que a quantidade de subconjuntos

de A4 depende da cardinalidade de 4 :no exemplo | 4|=3 e A possui
oito subconjuntos.

Exemplo 2. Para 4 = {a,b} os subconjuntos de 4 sao:

A=0; A4, ={a}; 4,={b}; 4, ={a,b}.

Neste caso,

A| =2 e A4 possui quatro subconjuntos.

Observacao 12. Vocé ja deve ter percebido que a quantidade de sub-
conjuntos de A4 resulta de uma contagem que provém das diferen-
tes maneiras de dispor os elementos de 4 em conjuntos, ou seja,
quantos subconjuntos com um elemento, quantos subconjuntos com
dois elementos, etc.

Pergunta: como isso se relaciona com os conceitos de andlise combi-
natoria? Vejamos no terceiro exemplo.

Exemplo 3. 4= {a} possui dois subconjuntos: & e 4.



Observando, ainda, um quarto exemplo:

Exemplo 4. O conjunto vazio possui um tinico subconjunto: ele
mesmo.

Note que nos exemplos estamos fazendo contagem de subconjuntos
em conjuntos finitos. Observe agora um padrao:

* Se |A| =0, teremos um subconjunto, 1=2°

* Se |A| =1, teremos dois subconjuntos, 2 =2'

* Se |4|=2, teremos quatro subconjuntos, 4 =2

* Se |A| =3, teremos oito subconjuntos, 8 = 2’
Assim, parece razoavel inferir que se |A| =n, teremos 2" subconjun-
tos. Esta afirmacao é verdadeira. No entanto, vocé nao deve esperar
que apenas quatro exemplos possam justificar a veracidade da afir-

magao; para prova-la de fato, é necessario recorrer a argumentos da
analise combinatoria.

Pergunta: Quantos subconjuntos tem um conjunto infinito?

Quando a cardinalidade de um conjunto 4 é infinita, 4 tera tam-
bém uma infinidade de subconjuntos: uma infinidade de conjuntos
com um elemento, uma infinidade com dois elementos, etc.

Definicao: O conjunto formado por todos os subconjuntos de um con-
junto 4 é chamado conjunto das partes de 4 e denotado por P(4).

Exemplos:

1) A=@, P(A)={}
Observe que P(A4) é um conjunto unitdrio, cujo inico elemen-
to € o conjunto vazio.

2) A= {a,b}/ P(A) = {Qa{a}a{b}a{aab}}

Neste caso P(A) possui quatro elementos: &,{a},{b} e o pro-
prio 4. Nao se impressione com a quantidade de chaves que



usamos! P(A4) é um conjunto onde cada elemento é também

um conjunto. Na idéia de conjunto, nada impede que estes ob-
jetos sejam conjuntos.

Exercicios propostos
7) Determine P(A4) para:
a) A={xeN/x’=1}
b) 4={3,{2,5}}
o A={2,{0},{1}}

8) Quantos sdo os subconjuntos de K ={1,2,3,4,5,6,7} que pos-
suem trés elementos?

1.6 Operacoes entre conjuntos

Assim como podemos operar com nimeros, também podemos fa-
zer operagdes com conjuntos. E claro que sao objetos diferentes, mas
vocé verd que sao muitas as semelhancas, especialmente nas pro-
priedades destas operacoes. Em nosso estudo estaremos consideran-
do que os conjuntos envolvidos sdo subconjuntos de um conjunto U
que chamaremos de conjunto universo. Com isso deixamos explicito
que estamos atuando num determinado conjunto como referéncia (o
nosso universo de trabalho).

1.6.1 Uniao

Definicao: Dados os conjuntos 4 e B, a unido (ou reunido) de 4 e
B é o conjunto dos elementos que pertencema 4 ou pertencema B.
A notacdo para este conjunto é 4U B (lé-se “ 4 unido B”).

Exemplos:

1) Para A={1,2,7,4} e B={2,4,9,6,43} temos
AUB={1,2,4,6,7,9,43}.

2) Parad={xeZ/-3<x<10}e B={xeZ/0<x<19}, temos
AuB={er/—3£x<19}.



Observacao 13. Simbolicamente escrevemos:
AuBz{er/xeA ouxeB}.

Note que o conectivo ou que aparece na representacao de 4UB
nao € exclusivo, ou seja, um elemento de 4 B pode pertencer aos
dois conjuntos (assim, quando um elemento x pertence a uniao de
conjuntos 4 e B, x deve pertencer a pelo menos um dos conjuntos).
Sugestao: veja os exemplos novamente.

Observacao 14. Podemos visualizar a unidao de conjuntos através de
figuras no plano que representam os conjuntos e a operagao uniao.
Estas figuras sdo chamadas “diagramas de Euler-Venn” e consti-
tuem um recurso didatico para a abordagem das operagoes com
conjuntos.

A B

Figura 1.1 - A parte hachurada ¢ o conjunto AU B

Tarefa de pesquisa

Por que estes diagramas tém o nome “Euler-Venn”?

1.6.2 Propriedades da uniao

As propriedades a seguir sdo validas para quaisquer conjuntos 4,
B e C; todas podem ser provadas utilizando a defini¢ao de uniao
e 0s conceitos vistos anteriormente. Note a semelhanca com as pro-
priedades da adi¢ao de ntimeros reais:

1) Propriedade associativa: (AW B)LWC =AU (BUC)

Esta propriedade permite operar mais de dois conjuntos (note
que a definicdo de unido se refere somente a dois conjuntos);
basta operar de dois em dois.

A prova da quinta proprie-
dade esta feita a seguir.
Tente fazer a prova das
outras a partir da defini-
¢cdo e pensando sobre o
raciocinio que a organiza.



2) Propriedade Comutativa: AUB=BU A
Assim como a adi¢do de nimeros reais, a ordem dos conjuntos
nao altera a unido.

3) Elemento neutro: AU = A4

O O estd aqui fazendo o papel que o zero faz na adi¢ao: como
@ nao tem elementos, sua unido com qualquer conjunto 4
resulta no préprio 4.

4) Ac AUB
Decorre diretamente da definicao: os elementos de A4 sao tam-
bém elementos da unido, uma vez que estdo em 4.

5) AUB=B seesomentese AC B.

Prova: Inicialmente tomamos como hipotese 4 U B =B e devemos
mostrar que A B.

De fato, seja x € 4; pela propriedade anterior (propriedade 4), temos
que xe AUB e como, por hipotese, temos A B =B podemos
concluir que x € B. Logo, Ac B.

Reciprocamente, tomamos 4 c B como hipdtese e devemos mos-
trar que AU B =B, ou seja, que ()4AUBc B e também que (ii)
Bc AUB (propriedade anti-simétrica da inclusdo). Como (ii) ja
ocorre pela propriedade 4, basta provar (i).

De fato: (i) seja xe AU B ; entdo x € 4 ou x € B. Como por hipote-
se Ac B, podemos concluir que x € B.Logo, AU B c B e teremos
AUB=B.

1.6.3 Interseccao

Definicao: Dados os conjuntos 4 e B, a interseccao de 4 com B
é o conjunto dos elementos que pertencem a 4 e tambéma B. A
notagao para este conjunto é 4N B (1é-se “ 4 intersecgao B ”).

Exemplos:

1) Para 4= {10,20,25,30} e B = {2,5,10,15,20}, 41 B = {10,20}.



2) Se A={neN/n|45} e B={neN/n|54}, AnB={1,3,9}, ou
seja, AN B é o conjunto dos niimeros naturais que sao diviso-
res de 45 e também de 54.

Observacao 15. Simbolicamente escrevemos:
AnB={xeU/xeAdexeB}.

O conectivo e indica que quando um elemento x pertencea AN B,
x deve pertencer simultaneamentea 4 ea B.

Observacao 16. O diagrama de Euler-Venn para a interseccao é:

A B

Figura 1.2 - A parte hachurada ¢ o conjunto AN B

Observacao 17. Quando a intersec¢do de dois conjuntos 4 e B é o
conjunto vazio, dizemos que 4 e B sdo conjuntos disjuntos.

1.6.4 Propriedades da interseccao

As propriedades da interseccao que enunciaremos a seguir sao va-
lidas para quaisquer conjuntos 4, B e C, subconjuntos de um con-
junto U . Também aqui, note a semelhanca com as propriedades das
operagoes com nimeros reais. (Continuaremos a numeracao a partir
das propriedades da unido)

6) Propriedade associativa: AN(BNC)=(ANB)NC

Como na propriedade 1, esta propriedade nos permite fazer a
intersecgao de mais de dois conjuntos.

7) Propriedade comutativa: ANB=BN A4



8) AN =Y
Para um elemento x pertencer ao conjunto AN, ele deve per-
tencer simultaneamente a 4 e ao &J. Como o conjunto vazio
nao tem elementos, também nao havera elementosem ANJ.

9) AnB=A seesomentese ACB.
Deixamos a prova desta propriedade como exercicio (veja pro-
priedade 4).

10) AnBc 4
Se xe AN B, entao x é elemento de 4 e também de B. Isto
garante a inclusdo de AN B em 4 (e tambémem B).

11) Sejam A4, B e C conjuntos. Entao
) AN(BUC)=(ANnB)u(AnC)
i) AUBNC)=(AUB)N(AUC)

Para provar esta propriedade utilizamos a igualdade de conjuntos

(propriedade anti-simétrica da inclusao) e as defini¢des de unido e
interseccao. Deixamos como exercicio.

1.6.5 Diferenca

Definicao: Dados os conjuntos 4 e B, a diferencade 4 e B é o
conjunto dos elementos de 4 que nao pertencem a B. A notagao
para este conjunto é 4—B e podemos escrever:

A—B:{x/xeA eerB}.
Exemplos:

1) 4={1,3,5,7,9,11}e B={1,5,11}, A-B={3,7,9}.
2) NeB={2n/neN}, N-B={2n+1/neN}.

3) R-Q é o conjunto dos niimeros reais que nao sao racionais,
ou seja, € o conjunto dos nimeros irracionais.



Observacao 18. Note que os conjuntos 4—B e B—A4 nao sao ne-
cessariamente iguais, assim como também nao é comutativa a
operagao subtracao de niimeros reais. Em nosso primeiro exemplo

A-B={3,7,9Y e B-A=0.

Tarefa

E possivel encontrar conjuntos 4 e B de modo que se tenha

A-B=B-A47?

Exercicios propostos

9) Determinar os conjuntos:

a) {xe@/x>l}m{—2<x<3?7}

b) {{1,2}, {33} {1,2,{1,2}}
o {xeN/5<x}u{xeN/x<5}
d) {xeN/x<0}UN
e) 13,6,9,12,15,..} 1 12,4,6,8,10,...}
10) Dados ossubconjuntosde N, 4={x/2|x}, B={2n+1/neN}
e C={x/3|x}, determinar:
a) ANnB
b) NmANB
¢ BNN
d) AnC
11) Construir subconjuntos 4, B e C de N que satisfacam si-
multaneamente as condi¢oes:
i) Ac B
ii) CcB
i) AnNC=0

12) Indicar as condic¢des que devem satisfazer os conjuntos 4 e
B para que se verifique AUB=5B.



13) Indicar as condi¢oes que devem satisfazer os conjuntos 4 e
B para que se verifique ANB=5.

14) Prove que para quaisquer conjuntos 4, B e C,se Ac B e
Ac C, entao AC(BmC).

15) Para A={xeN/x=4n, comneN}e

B:{xeN*/ﬁzn, comneN},
x

qual o niimero de elementos de AN B?

16) Um subconjunto 4 de ntimeros naturais contém doze mul-
tiplos de 4, sete multiplos de 6, cinco multiplos de 12 e oito

numeros impares. Qual o niimero de elementos de A7

17) Numa pesquisa de mercado, foram entrevistadas véarias pes-
soas acerca de suas preferéncias em relacdo a 3 produtos: W, X

e Y. Os resultados da pesquisa indicaram que:

210 pessoas compram o produto W;

210 pessoas compram o produto X;

250 pessoas compram o produto Y;

20 pessoas compram os trés produtos;

100 pessoas nao compram nenhum dos trés produtos;
60 pessoas compram os produtos W e X;

70 pessoas compram os produtos W e Y;

50 pessoas compram os produtos X e Y.

Pergunta-se:

a) Quantas pessoas foram entrevistadas?
b) Quantas pessoas compram apenas o produto W?
¢) Quantas pessoas compram apenas o produto X?

d) Quantas compram apenas o produto Y?
(Sugestao: use diagramas)



18) Para conjuntos 4 e B finitos, prove que

AU B|=|d|+|B|-|4n B|

19) Determinar os conjuntos 4, B e C que satisfazem simulta-
neamente as seguintes condigdes:

a) AUBUC={z,x,v,u,t,s,r,p,q}
b) AnB={r,s}

o) BNC={s,x}

d) CnAd={st}

e AuC={p,q,r,s,t,u,v,x}

f) AUuB= {p,q,r,s,t,x,z}

20) Desenhar um diagrama de Euler-Venn representando quatro
conjuntos 4, B, Ce D, de modo que se tenha 4« B,BzC,
C>(4UB)e Dc(ANB).

21) A unido é uma operacgao que pode ser estendida a mais de
dois conjuntos: para conjuntos 4,,4,,4;,...,4,, denotamos a

n
uniao como U 4, . E possivel também uma generalizacao para
i=1

uma infinidade de conjuntos; para uma familia de conjun-
tos 4 com ieJ,onde J é um conjunto infinito de indices, a

unido dos conjuntos A4, é denotada por U 4, . Assim, x e U 4
ieJ ieJ
se e somente se x € 4,, para algum i eJ. Determine agora o
conjunto resultante da unido infinita da seguinte familia de
conjuntos: | JB, , B, ={2i},para ieN.
ieN

23) Dados os conjuntos 4 e B, desenhe os diagramas de Venn-
Euler dos conjuntos, considerando os casos (i) 4 e B disjun-
tos; (i) Ac B; (iii) AnNB#J; (iv) BC A:

a) A-B
b) Au(4-B)
o A-(4-B)

d) Bn(4-B)



24) Considere os conjuntos 4=1{0,1,3,5,7} e B={2,4,5,8}.
Determine:

a) A-B
b) (A-B)U(B-A)

) (AUB)—(BNA)

1.7 Complementar de um conjunto

Considere um conjunto 4; o complementar de 4 (ou complemento
de 4) é o conjunto dos elementos que nao pertencem a 4. Se, por
exemplo, 4= {0,1}, o complementar de 4 teria como elementos o
-5, J17 , 0 planeta Urano, os dias da semana, todos os niimeros
primos, enfim, qualquer objeto que nao fosse 0 e nao fosse 1 seria
elemento do complementar de 4. Esta situacao tao ampla nao pare-
ce muito interessante! Para evitar isto, a idéia de “complementar de
um conjunto” terd como referéncia um conjunto “maior”, que con-
tém o conjunto 4. Assim, devemos pensar em “complementar de 4
em relacdo a um conjunto B, com 4c B”.

Notacoes:

¢ Indicamos o complementar de 4 em relacao a um conjunto B
como CyAd={xeB/x¢A}.

* Quando B é o conjunto universo, denotamos o complementar

de A4 por A°;entdo A°={x/x¢ A}.

Observacao 19. Note que x e 4 se e somente se xg 4. E x ¢ 4° se
e somente se x € 4; assim, AN A° =. Consequentemente, para o
conjunto universo U, temos &°=U e U = .

Exemplos:
1) A={xeZ/2|x}cZ; A°={xeZ/x é impar}
2) A={er/2|x}e B={er/—6<x<20};

C,A=1{-5,-3,-1,1,3,5,7,9,11,12,13,15,17,19}, ou

CyA={2n+1/neZ e -3<n<19}.



Propriedades da complementacao

Para 4 e B subconjuntos de um conjunto U, temos as seguintes
propriedades (continuaremos a numeracao a partir das proprie-
dades da interseccao):
12) (A°)' =4
Sabemos da Obs. 19 que x € (4°)° se e somente se x ¢ A°. Mas
x ¢ A° se e somente se x € 4. Logo, a igualdade é verdadeira.
13) A-B=ANB°

Lembrando a defini¢ao de interseccao e da diferenca, note
que:

ANB ={x/xeAdexeB}={x/xedexegB}=A-B

14) (i) (ANB) = A° UB"
(i) (AUB) = A° N B°
Estes resultados sdao conhecidos como “Leis de De Morgan”, de-
vido ao seu autor (tarefa: pesquise quem foi De Morgan). Vamos

demonstrar (i) (para lembrar como demonstrar a igualdade de
conjuntos veja Propriedade Anti-simétrica da Inclusao):

xe(ANB) & xeANnB& xeg A ou

xgBoxeAd ouxeB < xe(A°UBY)
Deixamos a demonstracao de (ii) como exercicio.

15) A< B se e somente se B < A°.

Deixamos a demonstracdo como exercicio; vocé pode fazer
separadamente as duas implicagoes:

AcB=>B"cA°eB°c A= AcB.

16) Se AnB=J,entao Bc A°.

Devemos mostrar que todo elemento de B é elemento de A4°.
Seja xe B;como ANB=, x ndo é elemento de 4. Logo,
xe A° e, assim, Bc A°.



Exercicios propostos
25) Desenhe o diagrama de Venn-Euler do complementar de

A em relagao a um conjunto universo U .

26) Considere subconjuntos 4 e B de um conjunto U ; defini-
mos a diferenga simétrica de A e B e anotamos AaB como sen-
do o conjunto 4aB =(A4—-B)U (B - A). Usando esta defini¢ao:

a) Faca o diagrama de Venn-Euler de 4aB.

b) Calcule {a,b,c,d}a{c,d,e, f }considerando U o conjunto
das letras do alfabeto portugués.

¢) Prove que 424 = para todo conjunto 4.
d) Prove que A2 = A4 para todo conjunto 4.
e) Prove que AaB=(4AUB)—(ANB).
27) Dadososconjuntos4 = {1,2,3,4},B={2,4,6,8},C = {3,4,5,6}
num universo U = {x e N/0 <x <10}, calcule:
2) (4-B)
b) (ANC)*
¢ (AU B)*
d) (BaC)*

28) Prove que Ac B seesomentese A—-B=0.

29) Determine os elementos dos conjuntos 4 e B, subconjun-
tos de U, sabendo que AaB={1,2,3,4,5}, 4°={2,3,5,7},
B ={1,4,7} e U={xeN/0<x<8}.

30) Considere os conjuntos A={xeZ/x=6n+3,necZ} e
B={xeZ/x=3n, neZ}. Determine:
a) ANnB
b) AUB

¢ B-—4



31) Considere os seguintes conjuntos: 4 ={1,2,{1,2}}
B={{1},2},C={1,{1},{2}} . Classifique as afirmacOes abaixo
em V ou F justificando:

a) AmB:{2}

b) BnC={{1}}
¢c) B-C=ANnB
d) Bc A

e) ANP(4)={{L,2}}, onde P(A) é o conjunto das partes de A4.

1.8 Produto cartesiano

Considere os conjuntos A ={1,2,3} ¢ B={l,5}. Vamos construir um
novo conjunto, denotado por 4x B, cujos elementos sdo “pares or-
denados” formados por elementos de 4 e de B, isto é, todos os
possiveis pares de niimeros de modo que o primeiro seja elemento
de A e o segundo seja elemento de B:

Ax B ={(1,1),(1,5),(2,1),(2,5),(3,1),(3,5)}

O conjunto formado é chamado “produto cartesiano de 4 por B”.
Note que o nome “par ordenado” significa que a ordem em que os
elementos aparecem no par é importante; por exemplo, o par (1,2)é
diferente do par (2,1) e (1,2) ndo pertence ao conjunto 4xB. O con-
junto Bx A seria dado por Bx 4 ={(1,1),(1,2),(1,3),(5,1),(5,2),(5,3)},
que é um conjunto diferente de AxB.

Conjuntos de pares ordenados sao tteis para descrever vdrias situa-
¢Ooes em Matematica e em outras areas; vocé deve lembrar de como
construia graficos de fungdes, da descri¢do de curvas no plano, ou
de como procurar uma rua no mapa de uma cidade.

Genericamente, dados os conjuntos 4 e B, o produto cartesiano
de 4 por B é o conjunto AxB={(a,b)/ac AebecB}. A expressao
“ae AebeB” ai aparece no sentido de “ a percorre 4 e b percorre
B” (veja a observagao 4). Isto significa que usamos todos os elemen-
tos de 4 e todos os elementos de B, construindo todos os possiveis
pares ordenados.



Mais exemplos:
1) A={n} e B={13,17,19,23,29},
Ax B ={(n,13),(n,17),(n,19),(n,23),(n,29)}

2) A= {a,b,c} e B:{Zn/neN},

AxB:{(x,2n)/x:a,x:b ouxzceneN}

Observacao 20. Em um par ordenado (a,b), a é a primeira coorde-
nada e b é a segunda coordenada.

Observacao 21. Quando os conjuntos sao iguais, o produto cartesia-
no Ax A também é denotado por 4°; 4° ={(a,b)/ac Aebe 4}.

Observacao 22. O que acontece quando um dos conjuntos de um pro-
duto cartesiano é o conjunto vazio? Como o conjunto vazio nao tem
elementos, ndo podemos construir pares ordenados e consequente-
mente temos que AxJ = x A=, qualquer que seja o conjunto 4.

Observacao 23. As vezes podemos descrever um conjunto de pa-
res ordenados mesmo que nao estejam explicitos os conjuntos que o
compoem; por exemplo, o conjunto

L={(a,b)e N xN/a édivisorde b e b <7}

é um subconjunto préprio do conjunto cartesiano N' xN (veja Obser-
vacdo 9) e seus pares ordenados sao especificados por meio de uma
relagio entre as coordenadas; o conjunto L serd dado por:

L={(1,0),(L1),(1,2),(13), (1L4), (1,5), (1,6),(2,0),(2.2), (2, 4),
(2,6):(3.0),(3:3)-(3.6),(4.0).(4.4).(5.0).(5,5).(6.0).(6.6)}

Para escrever o conjunto, tomamos todas as possibilidades para a
segunda coordenada b, ou seja, 0,1,2,3,4,5,6 e para a primeira co-
ordenada tomamos os possiveis divisores desses niimeros.

Subconjuntos de produtos cartesianos serao estudados na unidade
Relagoes.



1.8.1 Representacao grafica do produto cartesiano

Vocé deve lembrar de como desenhava gréficos de fungdes reais,
usando dois eixos perpendiculares para neles representar o dominio
(eixo horizontal) e contra-dominio (eixo vertical) da funcao e locali-
zando os pontos (x, f(x)) por meio de retas paralelas aos eixos. No
caso de fungdes reais, dominio é subconjunto de R, contra-dominio
€ R e o plano (identificado como R xR ) determinado pelos dois ei-
xos é chamado plano cartesiano (tarefa: descubra a origem da palavra
“cartesiano”). O grafico da fung¢ao é o conjunto dos pontos (x, f(x)),
que é um subconjunto do plano RxR.

Podemos generalizar esta idéia para qualquer par de conjuntos A4 e
B . Tracemos dois eixos perpendiculares nos quais representamos o
conjunto 4 no eixo horizontal (primeiro conjunto) e o conjunto B e —
no eixo vertical (segundo conjunto); os pares ordenados (a,b) po- B| [ A4xB

dem ser representados pelas intersec¢des de retas paralelas aos dois
eixos pelos pontos que representam os elementos de 4 e de B. Veja

a figura 1.3. | A

O fato de podermos representar o conjunto 4xB como pontos de
um plano é que permite sua utilizagdo para descrever sistemas de Figura 1.3
localizagao, principalmente mapas. Introduzir o produto cartesiano
por meio de mapas tornou-se um recurso muito ttil, que pode ser

observado em muitos livros didaticos.

1.8.2 lgualdade de pares ordenados

Se pensarmos num par ordenado (a,b) como a posi¢ao de um obje-
to no plano, podemos perguntar: quando um objeto localizado em
(x,y) estard na posi¢ao (a,b)? E razoavel responder: quando as co-
ordenadas de (x,y) coincidirem com as coordenadas (a,b). Pode-
mos entdo definir:

Definicao: Dois pares ordenados (a,b) e (x,y) sdo iguais se e so-
mentese a=xe b=y.
Exemplo:

Determine os valores de ¢ para que o par (¢,0) pertenga ao conjunto
S={(x,y)€ZXZ]y=x>—4}.



Resolucdo: Podemos escrever o conjunto § como
S={(x,x’—4)/xeZ.

Para que o par (¢,0) pertenca ao conjunto S, devemos ter
(1,0)=(x,x* —4),ouseja, t =x e x° —4=0.Istosignifica t* =4 =0
e, portanto, ¢t =2 ou ¢t =—-2. Nenhum outro valor de ¢ satisfaz a con-
dicdo. Assim, os valores de ¢ para que (¢£,0)€ S sdo r=2 ou t=-2
(o que significa que os pares (2,0) e (—2,0) sdo elementos de S).

1.8.3 Propriedades do produto cartesiano
Sejam 4, B e C conjuntos. Valem as seguintes propriedades:

1) Se 4 é diferente de B, tem-se AxB# BxA. (veja o primeiro
exemplo)

2) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)

Vocé pode verificar intuitivamente a igualdade dos conjuntos atra-
vés da representacgao grafica:

Ax(BuUC(C)

o B{}C ............. (

(A% B)U (4% C)

Figura 1.4 - (A) Ax(BUC) e (B) (AxB)u(4AxC)



Analogamente temos também Ax(BNC)=(AxB)N(AxC). Faca a
representacao grafica como exercicio.

Exercicios
32) Dados 4={3,4,5} e B={1,2,3,4} escreva os conjuntos:

a) AxB
b) BxA
O (AxA)U(BxB)
d) (AxBYU(Bx A)
) (AxB)N(Bx A)
f) (AxA)N(BxB)

33) Se A tem dois elementos e B tem seis elementos, quantos
elementos tem A x B? Vocé pode generalizar?

34) Determine x e y de modo que sejam iguais os pares ordena-
dos:
a) 2x-1,5 ¢ (x,y+1)
b) (x+y,D)e3,x—y)
o (y=22x+De(x-1,y+2)
35) Da mesma forma como foi feito para a unido e interseccdo de

conjuntos, o produto cartesiano pode ser estendido a mais de
dois conjuntos. Para trés conjuntos temos:

AxBxC ={(a,b,c)/ac A,be BeceC(C}

O conjunto Ax BxC é o conjunto das ternas ordenadas (a,b,¢)
comaed,beB eceC.Umexemplo de conjunto desta natu-
reza é o espago tridimensional RxR xR, onde cada coordena-
da representa uma dimensao: comprimento, largura e altura.

Também podemos definir para uma familia de » conjuntos
A, Ay Ay A

A XA xA;x..xA = {(al,a2,a3,...,an)/al. € A, para ISiSn}



Os elementos deste conjunto sao chamados de “n-uplas” orde-
nadas (costuma-se falar “énuplas”).

O conjunto RxR xR é um exemplo para o caso n=3.

Agora faga o exercicio. Descreva o produto cartesiano dos con-
juntos:

a) A={,2,3},B={2,5},C={7}

b) 4 ={neN/nédivisordei} para 1<i<8 (4, é o conjunto
dos divisores de 1, 4, € o conjunto dos divisores de 2, 4, é
o conjunto dos divisores de 3 etc.).

Tarefa de pesquisa

1) Vocé ja sabe que produtos cartesianos sdo tteis para descrever
posicoes de objetos. Em geografia vocé aprendeu que a locali-
zagao de pontos na Terra é feita através de duas coordenadas:
latitude e longitude. Produza um texto explicando detalhada-
mente o que é latitude e o que é longitude. Dé as coordenadas
de sua cidade natal e de mais quatro cidades de sua escolha.

2) A localizagao de estrelas também é feita através de coordena-
das. Produza um texto explicando detalhadamente um siste-
ma de coordenadas estelares (existe mais de um!). Vocé vai en-
contrar este tema em livros de introducdo a astronomia e em
sites da internet.



Resumo

Neste capitulo vocé estudou Conjuntos, a linguagem universal da
Matematica. Os topicos trabalhados foram:

1) Conjuntos e elementos: relacdo de pertinéncia e representacao
de conjuntos.

2) Inclusao — Subconjuntos: propriedades da inclusdo e subcon-
juntos especiais do conjunto R.

3) Cardinalidade de um conjunto: niimero de elementos de um
conjunto.

4) Conjunto das partes de um conjunto: conjunto formado por
todos os seus subconjuntos.

5) Operagdes entre conjuntos: Unido, Interseccao, Diferenca e
propriedades dessas operagoes.

6) Complementar de um conjunto: relagdo com a inclusdo e pro-
priedades.

7) Produto cartesiano de conjuntos: representacao, igualdade de
pares ordenados, propriedades.
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