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Capitulo 3

Relacoes

O objetivo deste capitulo é estudar o conceito de relagio e
suas propriedades. Faremos o estudo das relagdes de equiva-
léncia, das relagdes de ordem e das relagdes no plano RxR.

Introducao

Neste capitulo vocé vai estudar relacoes de modo geral e os ti-
pos especiais de rela¢des. Este assunto, assim como Conjuntos
no Capitulo 1, serd importante no desenvolvimento de conceitos
matematicos como fungdes e estruturas algébricas. No geral, uti-
lizamos as rela¢des para estudar objetos que podem ser niimeros,
conjuntos, fung¢des etc. Vamos estudar dois tipos de relacoes: as
relacdes de equivaléncia e as relagdes de ordem. Um terceiro tipo
de relagdo sera trabalhado no capitulo seguinte: as fun¢des. Em
particular, as relacdes de equivaléncia, classes de equivaléncia e
conjuntos quociente sao generalizagdes de situagdes que estamos
habituados a utilizar desde os primeiros anos da educagao ba-
sica. Também a relacdo de ordem generaliza a idéia de “<” nos
conjuntos numéricos para conjuntos quaisquer. O estudo das re-
lagoes no plano prepara o caminho para o estudo do préximo
capitulo. Nao se assuste se este for um capitulo muito “algébrico™
os conceitos estudados aqui serdo ferramentas tteis em diversas
disciplinas do curso.

O conceito de relacao

Utilizamos muito a idéia de relagdo no cotidiano:..€ menor do
que..., ..€ paralela a..,, .. divisor de.., ...€ irmao de... etc. Podemos
comecar estabelecendo que uma relagdao € uma associacao entre
dois objetos (como ja dissemos, podem ser niimeros, conjuntos,
matrizes, etc.). Esta associacdo pode estar definida por uma lei
(regra) ou nao. Quando a associagao € estabelecida por uma lei é
facil verificar se dois objetos estdo ou nao estao relacionados. Por
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exemplo, “menor do que” (denotado <) é uma relagdo definida no
conjunto dos ntmeros naturais: 2 esté relacionado com 5 pois 2<5,
mas 3 ndo estd relacionado com 1 pois 3 ndo é menor do que 1.
Outros pares que estdo relacionados pela relacao “ <” sdo 7 e 24,
34 e 109, 12345 e 23456 , etc. Os dois objetos envolvidos numa re-
lacdo sdao elementos de dois conjuntos, que podem ser distintos ou
nao. No exemplo da relacao “ <” vimos que 3 nao esta relacionado
com 1, mas é claro que 1 esta relacionado com 3 pois 1 < 3. Assim,
é importante estabelecer uma ordem no par de objetos (ouno par de
conjuntos) que estamos associando. Lembre-se que definimos pares
ordenados no final do Capitulo 1. Note também que dois ntimeros
num par ordenado ja satisfazem uma condi¢do (um é o primeiro e
outro, o segundo). Antes de definirmos formalmente uma relacdo,
vamos dar alguns exemplos:

1) Relagdo de divisibilidade em N : dados dois ntimeros naturais

a e b, dizemos que a esta relacionado com b quando a é
divisor de b . Exemplos de pares relacionados: 2 e 46, 7 e 49,
13 e 65, etc..

2) Relagdo de inclusdo em P ( N ): dados dois subconjuntos A e B

de N, dizemos que A esta relacionado com B quando A cB.

Exemplos de conjuntos relacionados: {1} e {12, 3}, {2,4, 6}e
{x € N /xé par}, etc.

3) Dados os conjuntos A={0,1,3}e B ={2, 5}, associamos0a 2,
3a5e0ab. Isto significa que a relacdo é dada pelos pares
(0,2),(3,5) e (0,5) . Note que neste caso a relagdo foi estabeleci-
da sem uma lei ou regra.

Definicao. Sejam A e B conjuntos. UmarelagioR de A em B é
um subconjunto de Ax B, ou seja, R < Ax B.

Observacao 1. Quando A é igual a B, dizemos que R é uma relagio
em A (ou em B ), ou seja, R é um subconjunto de Ax A (ou Bx B).

Observacao 2. Pela definicao, uma relagdo é uma certa “lista” de
pares ordenados, nao ficando explicito o motivo (lei) de sua escolha.
Por exemplo:



R ={(1,4),(21,87),(55,12)} e R, ={(0,1),(1,3),(2,5),(3,7),(4,9)}

sao relagdes em N, pois sdao subconjuntos de NxN. No entanto,
vocé seria capaz de explicar a “lei” segundo a qual os pares estao
relacionados, para cada uma das relagdes? No caso de R, , ndo ha
lei explicita; s6 podemos afirmar que 1 estd relacionado com 4, 21
estd relacionado com 87 e 55 esta relacionado com 12. No caso de
R,, podemos dizer que R, é o conjunto

R, = {(x,y)e NxN/x ey sdo algarismos tais que y = 2x + 1},

ou seja, R, é o conjunto de pares (x,y) que satisfazem a condicao “x
e y sao algarismos tais que y =2x+1".

Observacao 3. Note que uma relacdo envolve dois conjuntos (que
podem ser iguais ou ndo) e certa maneira de relaciond-los (que pode
ser uma lei ou ndo). Quando uma relacdo é estabelecida por meio
de uma lei, ou seja, por meio de uma sentenca aberta (como a|b,
a=2b+1, rl//s, etc), a relagdo é o seu conjunto verdade. Por abu-
so de linguagem chamamos de relagio a sentenga aberta usada para
defini-la. Por exemplo, a relagao de divisibilidade do exemplo 1: a
sentenca aberta a|b estabelece a relacao em N; a relacao de fato
é o conjunto de pares ordenados R ={(a,b) e NxN/a|b}, mas, por
abuso de linguagem, dizemos “a relacdo de divisibilidade em N”.

Notacdo. Sejam 4 e B conjuntos e R uma relacdo de 4 em B. Pela
definicdo, um elemento de R é da forma (a,b) com acAebeB.
Usamos a notacdo aRb para indicar que (a,b) € R (ou seja, para in-
dicar que a esté relacionado com b).

Observacao 4. Usaremos as duas notacgoes: aRb e (a,b) € R . Nao se
assuste se vocé encontrar as duas notagoes em um mesmo enuncia-
do: a intengdo é que vocé se habitue as duas.

Exemplos:

1) RcNxN,R = {(a,b)/ a é multiplo de b } ; elementos relacio-
nados: 23R1, 18R3, 18R9, entre outros. Neste caso o conjunto
R possui uma infinidade de elementos.

2) 4={2,3,4,19}, B={,3,512}, RcAxB, R={(x.y)/x<y};
os elementos relacionados sao: 2R3, 2R5, 2R12, 3R5,3R12,
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4RS5, 4R12. R é o conjunto finito expresso por:

R=1{(2,3),(2,5),(2,12),(3,5),(3,12),(4,5),(4,12)} .

3.1 Dominio, contradominio e imagem
de uma relacao

Definicao. Dada uma relagao R de 4 em B, chama-se dominio de
R ao conjunto dos x que pertencem a A4, tais que exista y per-
tencentea B e (x,y)eR.Eo conjunto dos primeiros elementos dos
pares que pertencem a R . Da-se o nome de contradominio de R ao
conjunto B.

Chama-se imagem da relagago R de 4 em B ao conjunto dos y que
pertencem a B tais que existe x pertencentea 4 e (x,y)eR.E o
conjunto dos segundos elementos dos pares que pertencem a R .

Notacao. Denota-se o dominio de R por D(R), o contradominio de
R por C(R) eaimagem de R por I(R).

Observacao 5. D(R) é subconjunto de 4 e I(R) é subconjunto de B.
Exemplos:
3) No exemplo 4, tem-se D(R)=1{2,3,4} , C(R)=B=1{1,3,5,12} e

I(R)={3,5,12} .

4) Sejam A=1{1,2,3,4} e B={2,3,4,5,6} e arela-
¢ao R definida pela sentenca “ mdc(x,y)=2". En-
tdo R=1{(2,2),(2,4),(2,6),(4,2),(4,6)} e D(R)=1{2,4},
C(R)=12,3,4,5,6\=B e
I(R)={2,4,6} .

3.2 Relacao inversa

Definicao. Dada uma relacdo R de 4 em B, chama-se relagao in-
versa de R e denota-se R™' ao conjunto dos pares (y,x) € Bx 4 tais
que (x,y)eR.

Simbolicamente, R™' = {(y,x)e BxA/ (x,y)e R}.
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Exemplo:

5) Considere os conjuntos 4= {1,2,3} e B={1,2}, e a relacdo R
de 4 em B definida por “x >y ”, isto §,

R={(1,1),(2.1),(2,2).(3.1).(3.2)}-
A relagao inversa de R é um subconjunto de Bx 4 dado por

R ={(1,1),(1,2).(2.2)(1,3),(2,3)}. Note que R é um subcon-
junto de AxB e R™' é subconjunto de Bx 4.

Exercicios propostos
1) Explicite a relagio R de 4 em B, nos casos:
a) A4={,2,3,-5}; B={-1,-3,5,7,9}, R={(a,b)/a=-b}
b) A={xeN/x édivisor de 80}; B ={xeZ/x &divisor de 56},
R={(a,b)e AxB/b ¢ divisordea}

2) Se A={a,b,c} e B={0,1}, quantas relagdes de 4 em B pode-
mos construir? Generalizar para 4 com n elementos e B com
m elementos.

3.3 Propriedades das relacoes

As relagbes mais significativas em matematica sao relagdes em um
conjunto 4 que satisfazem determinadas propriedades. Faremos
um estudo dessas propriedades para em seguida estabelecer os tipos
especiais de relagdes. Em todas as propriedades que estudaremos a
seguir estaremos considerando 4 um conjunto e R uma relagdo em
A,ouseja, Rc AxA.

Propriedade Reflexiva: Dizemos que uma relacdio R em 4 ¢ refle-
xiva quando aRa paratodo ae 4.

Exemplos:
6) A relacao de divisibilidade em N ¢é reflexiva pois todo nimero

natural é divisor dele préprio, ou seja, aRa para todo niimero
natural a.
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7) Seja U um conjunto e considere a relacdo definida em P(U)
(conjunto das partes de U ) por XRY quando X — Y . Esta é uma
relacdo reflexiva, pois sabemos que todo conjunto é subconjun-
to de si proprio, ou seja, X < X para todo X € P(U).

Propriedade simétrica: Dizemos que uma relacao R em 4 € simé-
trica quando, para quaisquer a e b em 4, se aRb entdo bRa .

Exemplo:

8) Arelagao deigualdade “="no conjunto dos niimeros reais R é
uma relagao simétrica, pois para quaisquer a e b reais, sea=»5
entdo b =a. Note que ndo estamos afirmando que a =b para
quaisquer a e b reais! O que afirmamos é: dados dois nimeros
reais quaisquer, se ocorre a =b, entdo também ocorre b=a.

Propriedade transitiva: Dizemos que uma relagdo R em 4 é tran-
sitiva quando, para quaisquer a,b e ¢ em 4, se aRb e bRc, entdo
aRc . Em outras palavras, a relacao é transitiva quando, se a esta
relacionado com b e também b esta relacionado com ¢, entdao a
esta relacionado com c.

Exemplos:

9) A relagao “<” em Z é transitiva pois: para quaisquer a,bec
inteiros, se a<b e b<c, podemos afirmar que a<c. Note
que aqui também nao estamos afirmando que sempre ocor-
re a<b<c; estamos afirmando que, sempre que isso ocor-
re, também acontece a <c. Em outras palavras, se os pares
(a,b) e (b,c) estdao na relacdo, para que a relagao seja transitiva
deve também conter o par (a,c).

10) A relagao do exemplo 10 também é uma relagao transitiva,
poisse AcBeBcCtem-sedcC.

11)  Voltemos a relacito de divisibilidade em N,
R ={(a,b)/a édivisor de b}. Ja vimos que a relagdo R é refle-
xiva, pois todos os pares da forma (a,a) pertencem a rela-
¢ao, uma vez que todo niamero natural é divisor de si mesmo.
A rela¢do nao é simétrica, pois, por exemplo, (2,6) estd na re-
lacdo (2 € divisor de 6) e o par (6,2) ndo pertence a relagao
(pois 6 nao é divisor de 2). Observe aqui a importancia do

Para refletir: considerando
0 zero como numero
natural, este fato também
¢ valido para ele?
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quantificador: a existéncia de um tnico par para o qual a pro-
priedade falha € suficiente para que a relacdo ndo tenha a pro-
priedade. Observemos também que a relagdo R ¢é transitiva,
pois sempre que a é divisor de b e também b ¢é divisor de ¢,
podemos concluir que a é divisor de c. De fato: se a é divi-
sor de b, existe um xeN tal que b=a-x. Como também b
é divisor de ¢, existe um y €N tal que ¢=5-y . Substituindo
b=a-x na ultima igualdade, temos c=by=(ax)y =a(xy), o
que significa que a € divisor de c¢. Assim, a relagao de divisi-
bilidade em N é reflexiva, ndo é simétrica e é transitiva.

12) A relagao “<” em R ndo é reflexiva, pois os pares (a,a) nao
pertencem a relacdao, uma vez que um niimero nao é menor do
que ele mesmo. Também ndo é simétrica, pois se a < b, nao pode
ocorrer também b < a . No entanto, a relagao é transitiva, como
visto no exemplo acima, para Z.

13) Considere a relacao R ={(1,1),(2,2),(3,3),(2,3),(3,2),(1,3),(1,2)}
no conjunto 4 ={1,2,3}. Apesar de nao termos explicita a “lei”
que define a relacdo, conhecemos todos os seus pares e pode-
mos decidir se R goza das propriedades. Podemos notar que
R é reflexiva, pois todos os pares da forma (a,a) estdao na rela-
cao: (1,1),(2,2),(3,3) . Notamos também que R nao é simétrica,
pois (1,3)e Re (3,1) ¢ R. Para verificarmos se R € transitiva,
devemos inicialmente listar todos os possiveis pares “encade-
ados” aRb e bRc, e verificar se ocorre aRc . Observemos o se-
guinte:

(L1)eRe (1,3)e R, também (1,3)e R;
(L1)eRe (1,2)eR, também (1,2)e R;
(1L,2)eR e (2,2)e R, também(1,2)e R ;
(L2)e R e (2,3)e R, também(1,3)e R;
(1,3)eR e (3,3)e R, também(1,3)e R;
(1L,3)eR e (3,2)e R,também(1,2)e R;
(2,2)eRe (2,3)e R, também(2,3)e R ;
(2,3)eR e (3,3)e R,também (3,3) e R;
(2,3)eRe (3,2)e R, também(2,2)e R ;

(3,3)6 Re (3,2)6 R,também(3,2)e R.
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Com isto concluimos que, sempre que ocorrer aRb e bRc, tam-
bém ocorre aRc . Logo, a relacao é transitiva.

1) A= {x,p,2,0} R = {(6,2),(30),(5:2) (5.2, (3:%). (1:2).(2,%);

Observe que aqui 0s nossos objetos sdo x,y,z e t e a nossa re-
lacao R explicita como eles estao relacionados. A relagao nao é
reflexiva, pois o par (¢,¢) ndo pertence a relacdo. Também nao
é simétrica, pois (¢,z) pertence a relagao e (z,#) nao pertence.
Podemos observar que ela ndo é transitiva, pois, para os “pares
encadeados” (t,z)eRe (z,x)eR,opar (t,x)ZR.

15) A={4,6},R ={(4,4),(6,6)} . E claro que arelagao R é reflexiva.
Ela é também simétrica? Ja vimos que uma relacdo ndo sera
simétrica se existir (a,b) € R e (b,a) ¢ R . Como vemos, isto nao
ocorre com esta relacdo: para todos os pares (a,b) da relagao,
tem-se (b,a) também na relacao. O “simétrico” de (4,4) é o
proprio (4,4) e o mesmo acontece para o (6,6). Logo, esta re-
lagdo é simétrica. Serd ela transitiva? Para verificar isto, deve-
riamos listar os “pares encadeados” aRb e bRc, e verificar se
ocorre aRc. Mas onde estdo os pares encadeados? Para que
a relacdo ndo fosse transitiva, deveriamos encontrar na relagao
pares (a,b) e (b,c) de modo que (a,c) nio estivesse na relagao.
Como podemos ver, ndo € possivel encontrar pares para os
quais a propriedade falha. Logo, a relagao é transitiva.

Observacao 7. Considere a relacao R ={(1,1),(1,2),(2,3),(3,3),(2,2)} .
Pergunta: R é reflexiva? Para esta pergunta nao hé resposta defi-
nitiva. Se considerarmos R uma relagao no conjunto 4= {1, 2,3}, a
resposta é sim. No entanto, se considerarmos R uma relagdoem N,
a resposta € nio. S6 podemos definir se uma relacdo R é reflexiva se
conhecemos o dominio da relagdo R.

Exercicios propostos

3) Dé exemplo de uma relagao no conjunto dos nimeros naturais
que seja reflexiva e transitiva, mas nao seja simétrica.

4) Dé exemplo de uma relagdo no conjunto 4 = {3,6,9,12} que seja
simétrica, mas nao seja reflexiva nem transitiva.

5) Determine todas as possiveis relagdes no conjunto
A={a,b} (a=#b); identifique as relacdes que gozam da pro-

Estas propriedades séo
validas porque ndo é
possivel provar que elas
ndo sdo validas. Neste
caso dizemos que as
propriedades valem por
vacuidade. E 0 mesmo
caso do conjunto vazio
ser subconjunto de
todos os conjuntos.



priedade simétrica. Generalize determinando quantas relacoes
sao possiveis num conjunto 4 com n elementos.

6) Considere a seguinte relagio em NxN:(a,b)R(c,d) quan-
do a+d =b+c. Mostre que esta relacao é reflexiva, simétri-
ca e transitiva. Observe que o conjunto sobre o qual a relagdo
estd definida é NxN, ou seja, a relagdo é um subconjunto de
(NxN)x(NxN) e o par ordenado (a,b) esta relacionado com
o par ordenado (c¢,d) quando ocorre a+d =b+c. Por exem-
plo: (2,6)R(1,5), pois 2+5=6+1.

3.4 Relacoes de equival€ncia

Algumas relagdes gozam das propriedades reflexiva, simétrica e
transitiva simultaneamente, o que as torna particularmente interes-
santes. Rela¢Oes deste tipo sdo utilizadas para construir os conjun-
tos Z (exercicio 6) e QQ, e para construir os conjuntos Z,, que serao
estudados nas disciplinas de Algebra.

Definicao. Uma relacdo R em um conjunto 4 é chamada uma rela-
¢cdo de equivaléncia se e somente se goza das propriedades reflexiva,
simétrica e transitiva.

Notacdao. Uma relagdo de equivaléncia pode ser denotada pelo
simbolo ~ ; assim, escrevemos a~b ao invés de aRb. Optamos
por usar a notagao usual aRb, mas vocé pode encontrar a notagdo
a~b em livros da bibliografia.

Exemplos:

16) A relacao de igualdade no conjunto dos ntimeros reais é uma
relacdo de equivaléncia, pois é reflexiva (a¢=a para todo a
real), é simétrica (se a=b entdo b=a) e é transitiva (se a=»b
eb=centiao a=c).

17) Considere A={1,2,3} e a relagio R={(1,1),(2,2).(3.3),

(1,2),(2.1)}. R ¢ uma relacdo de equivaléncia, pois goza das
propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

18) Ainda no conjunto 4={1,2,3}, a relacido S={(11),(2,2),
(3,3),(1,2)}, ndo é uma relacdo de equivaléncia, pois nao € si-
métrica: (1,2) e S mas (2,1)¢ S .

129
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19)A relacao K de paralelismo de retas no plano é uma relacdo de
equivaléncia. Denotemos por K a relagdo definida no con-

junto das retas do plano: para r e s retas do plano, rKs quando
r/ /s . K é reflexiva, pois toda reta é paralela a si propria;

[ eN

simétrica, pois se r é paralela a s, entdo s é paralela a r ; e
transitiva, pois se r é paralelaa s e s é paralelaa t, entao ré
paralela a t.

(O material das péaginas 131 a 136 deste material, que consiste no item 3.5
do capitulo 3 do livro da disciplina “Introdugao ao Calculo”, do curso de
Licenciatura em Matematica da UFSC, serd colocado como material
complementar na nossa disciplina. Sua leitura nao é obrigatoria)
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3.6 Relacao de ordem

No capitulo anterior foi estudada a relacdo “ <” no conjunto R . Os

pares ordenados (a, b) em que a e b sdo ntiimeros reais e satisfazem

a<b constituem a relagio denominada relagdo de ordemem R (es-

tamos habituados a dizer “menor ou igual a”.Entretanto, o correto
seria dizermos “menor do que ou igual a”). Dado um conjunto A (ndo-
vazio), podemos definir uma relacdo em A com as mesmas caracteris-

ticas da relagdo “ <” em IR isto nos permite estabelecer uma “ordem”
no conjunto A, como estamos habituados a fazerem N, Z, Q e R,

mesmo que os elementos de A ndo sejam ntimeros. Para caracteri-
zar as relagdes de ordem, precisamos estabelecer uma propriedade
que ainda ndo conhecemos: a propriedade anti-simétrica.

Definicao. Seja A um conjunto ndo-vazio e R uma relagdo em A .
Dizemos R é uma relacdo anti-simétrica quando para quaisquer X
eyemA,seXxRyeyRx,entdaox=Yy.

Exemplos:

24)” <” é uma relagdo anti-simétrica em Z (e também em Q e IR

poisse a<beb<a,teremos a=Db.

25)A relacao de divisibilidade em N é anti-simétrica. Podemos
supor sem perda de generalidade que a e b sdo ndo-nulos
(por qué?); entdo:

) Se alb, existe xe N tal que b=ax

i) Se b|a, existe ye N tal que a=hby

De (i) e (ii), temos que a = by = (ax) y = a(xy) . Como a é nao-
nulo, teremos Xy =1 (lembre da lei do cancelamento para a
multiplicagao em N ). Ora, se o produto de dois niimeros

naturais é 1, devemos ter Xx=y =1.Isso provaquea=Db.

Observacao 9. Note quearelacao de divisibilidadeem Z nao é
anti-simétrica, pois se Xy =1 em Z podemoster x=y=1ou X=y

=-1, oqueresultaraa=boua=-b.
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26) Considere 4 um conjunto nao-vazio. A relacao de inclu-
sao em P(A4) é anti-simétrica, pois para X e Y em P(A4), se
XcYeYcX,teremos X =Y (veja as propriedades da inclu-
sao no capitulo 1).

27) Considere A={1,2,3,4} e R={(1,3),(4,2),(4,4),(2,4)}; R ndo

¢é anti-simétrica, pois temos 4R2 e 2R4, mas 2+ 4.

Observacao 10. Ao contrario do que pode parecer, “anti-simétrica”
nao é a negagao de “simétrica”. Podemos ter relagdes que nao sao
nem simétrica, nem anti-simétrica, como no exemplo anterior.

Pergunta: uma relagdo pode ser simultaneamente simétrica e
anti-simétrica?

Observacao 11. Outra maneira de expressarmos a definigao de rela-
¢ao anti-simétrica é a seguinte: “Uma relacio R num conjunto 4 é
anti-simétrica quando para a e b em 4, se a # b, entdo nao ocorre
simultaneamente aRb e bRa”.

Definicao. Seja 4 um conjunto nao-vazio. Uma relagdo R em 4 é
uma relagao de ordem, se e somente se goza das propriedades refle-
xiva, anti-simétrica e transitiva.

Exemplos:

2

28) ”<” é uma relacao de ordem em R (ja provado no capitulo
anterior):

i) reflexiva: x <x, paratodo xeR;
i) anti-simétrica: se x<y ey <x, temos x=y

iii) transitiva: se x<y ey <z, temos x<z.

29) A relacao de divisibilidade em N é uma relagao de ordem:
i) reflexiva: a|a paratodo aeR, pois a=a.l
ii) anti-simétrica: se a|b e b|a,ja vimos que a=>b

iii) transitiva: se a|b e b|c,entdo a|c
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30) A relagao de inclusdo do exemplo 27 é uma relagao de ordem,
pois além de ser anti-simétrica é também reflexiva e transitiva.

Ordem total e ordem parcial

Lembremos a primeira propriedade POl da relagao de ordem “<”
em R : dados dois nimeros reais x e y ,ou x<y ouy<x. Isto sig-
nifica que todos os elementos de R estdo relacionados pela relagao
de ordem <. Ja para a relacdo de ordem “divisibilidade em N ” isto
nao ocorre: 2 e 3 sao numeros naturais e nao estao relacionados,
pois 2 nao é divisor de 3, nem 3 é divisor de 2. Estas duas situa-
¢Oes estdo explicitas na definicao a seguir:

Definicao. Se R é uma relagao de ordem em um conjunto nao-vazio
E, dizemos que E é um conjunto ordenado ou parcialmente orde-
nado pela relacdo R. Além disso, se para quaisquer a e b em E
tem-se aRb ou bRa,arelacao R é uma relacao de ordem total sobre
E e dizemos que E ¢ totalmente ordenado pela relacao R.

Observacao 12. Se R é uma relacao de ordem total, o “ou” de aRb
ou bRa é exclusivo, pois pela propriedade anti-simétrica, aRb e bRa
implica a=5b. Note que uma relagdao de ordem total em um con-
junto nos permite estabelecer uma organizacao dos elementos do
conjunto no seguinte sentido: dados a e b quaisquer, com a#b,
temos aRb ou bRa; se ocorre aRb (e entdo nao ocorre bRa) e se ¢
é um terceiro elemento distinto de a e distinto de b, entdao deve
ocorrer aRc ou cRa e bRc ou cRb.

Exemplos:

31) N,Z,Q e R sao totalmente ordenados pela relacdo “<”.
32) N nao é totalmente ordenado pela relagao de divisibilidade.

33) Seja E={2,4,8,...,2",...} o conjunto da poténcias naturais de
2 e R arelacdo em E “x é um muiltiplo de y”. Esta é uma re-
lagdo de ordem em E (prove!) e é uma ordem total. De fato,
dados dois elementos quaisquer de £, x=2" ey =2',para s e
¢ naturais, teremos: se s<t, entdo y é multiplo de x;se t<s
entdo x é multiplo de y.



140

34) Considere um conjunto nao-vazio 4; a relacdo de inclusao
definida em P(A) é uma relacdo de ordem (prove!) mas nao é
uma ordem total. De fato, se X e Y sao subconjuntos disjun-
tos de 4, eles nao sao comparaveis pela relacao de inclusao.

Exercicios propostos
14) Verifique se as rela¢Oes a seguir sao relagdes de ordem:
a) Em N, arelagdo aRb < mdc(a,b)=a
b) Em R, arelagdo aRb < a<b
¢) Em R, arelacao aRb < b=a+1

d) Em Z,, arelagao [a]R[b] < a<b

15) Das relagdes de ordem do exercicio anterior, determine quais
sao de ordem total.

3.7 Um exemplo especial:
relacoes no plano

Inicialmente vamos lembrar que uma relacdo S de 4 em B é um
subconjunto do produto cartesiano AxB (S c AxB). Quando 4 e
B sao subconjuntos do conjunto dos ntimeros reais R, podemos
representar geometricamente as relacbes S de 4 em B no plano
cartesiano RxR. Assim, vamos reunir a definicao de “relacao” e a
“representacao do produto cartesiano” para representar geometri-
camente no plano RxR rela¢des especiais. O interessante destas
relacOes é que elas podem resultar em regides do plano cartesiano
(diferente dos graficos de fungdes), como veremos nos exemplos.

No capitulo 2 estudamos todas as propriedades do conjunto R, in-
clusive a idéia de sua representacao como pontos de uma reta. Para
representarmos as relagdes S « RxR, usaremos os dois eixos co-
ordenados que sao duas retas perpendiculares; os elementos x do
dominio sdo marcados na reta horizontal e os elementos y do con-
tradominio na reta vertical. Os pares (x, y) sao marcados utilizando
retas paralelas aos eixos coordenados. Veja a figura:



R
/4 A(x.)
0 X R
Figura 3.1

O conjunto dos pares (x,y) assim obtidos representara a relacao S .
Faremos agora uma série de exemplos de representagdes de relagoes
no plano RxR. Em cada exemplo identificaremos (ou vocé serd so-
licitado a determinar) dominio e imagem da relagao.

Exemplos:

35) ScRxR,S={(x,y) e RxR/y=x-2}
D(S)=R;I(S)=R

Geometricamente:

/

Figura 3.2
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36) SCRxR,S={(x,y) e RxR/y<x} 37) SCRxR,S={(x,y) e RxR/x>-y}
D(S)=R;I(S)=R D(S=R;I(S)=R
Geometricamente: Geometricamente:

& 4
y
S S
0 x 0 X
y=-x
Figura 3.3
Figura 3.4

38) ScRxR,S={(x,y)e RxR/y<x+1}
D(S)=R;I1(S)=R

Geometricamente:

A
&

Figura 3.5




143

39) S =[0,1]x[0,1]
ScRxR é o conjunto dos pares ordenados cujas coordena-

das percorrem o intervalo [0, 1]:
S={(x,y)eRxR/xe[0,1]eye[0,1]}
D(S)=[0,1];1(S) =[0,1]

Geometricamente:

Figura 3.6

40) S:{(x,y)e]R><]R/x2+y2 =4}

S é o conjunto dos pares ordenados cuja soma dos quadrados
das coordenadas € igual a 4 . Isto lembra alguma coisa? Parece
uma circunferéncia? Sim, geometricamente S é uma circunfe-

réncia de centro na origem e raio 2.
D(S) =[-2,2};1(S) =[-2,2]

Geometricamente:

Figura 3.7
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41) S={(x,y)eRxR/x*+y* =1}

S € o conjunto dos pares ordenados exteriores a circunferén-
cia x>+’ =1, incluindo a borda. Como exercicio, determine o
dominio e a imagem desta relagao.

Geometricamente:

S

<y

pi
\ [~

Figura 3.8

42) S ={(x,y) e RxR/(x=1)>+y* <9}

S é o conjunto dos pares ordenados interiores a circunferéncia
de centro em (1,0) e raio 3; os pares ordenados da borda ndo

estao na relagao.

D(S)=]-2,4[; para encontrarmos a imagem, devemos ob-
servar quais pontos do eixo vertical (eixo y) estdo relaciona-
dos. Como o raio é 3, notamos que sdo os pontos do intervalo

1-3,3[.

Geometricamente:

Figura 3.9
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43)S:{(x,y)eRxR/—1Sx<Ze —%<y<l}.

D(S)=[-1,2[; 1(5):}%,1{

Geometricamente:
'y
I B
s
-1 |0 2 x
_; ____________________
2
Figura 3.10
44) S = {(x,y)e [-L3]x[L4])/ y= x+§}

Determine o dominio e a imagem como exercicio.

Geometricamente:

Observacao 13. Como vocé p

Figura 3.11

ode ver, geometricamente as relagdes

em R podem ser curvas no plano ou regides. Vocé trabalhara com

regides no plano nas disciplinas de Calculo.
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Exercicios propostos

16) Represente geometricamente as seguintes relagdes no plano
cartesiano:

S={(x,y)eRxR/xe[l,2]eyeR}
S={(x,y)eRxR/xeReye]-L1[}

S={(x,y)eRxR/x<leyeR}

17) Determine dominio e imagem das relagdes do exercicio 16.

Resumo

Neste capitulo vocé estudou relagdes, um conceito que nos prepara
para o estudo de fungdes. Os tépicos trabalhados foram:

1) Relagoes: definicao e exemplos.

2) Propriedades das relagdes: reflexiva, simétrica e transitiva.

3) Relacao de Equivaléncia: aquela que goza das propriedades re-
flexiva, simétrica e transitiva.

4) Classes de equivaléncia e conjunto quociente determinados
por uma relacdo de equivaléncia.

5) Relagdo de ordem: aquela que goza das propriedades reflexiva,
anti-simétrica e transitiva.

6) Relacoes em R x R (ou relagdes no plano cartesiano).
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