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Capitulo 4

Funcoes

Estudaremos o conceito de fungdo (definigdo, nomenclatura
e grificos), suas propriedades (fungdo injetora, sobrejetora,
bijetora, par e impar), composigdo de fungdes e o conceito de
fungdo inversa.

Introducao

Neste capitulo vamos estudar as fung¢des, um dos conceitos mais
importantes da matematica, que estara presente ao longo de todo
o curso, nas mais variadas disciplinas. Os conceitos trabalhados
nos capitulos 1, 2 e 3 serdao amplamente utilizados em nosso es-
tudo das fungdes. Uma funcao é uma relagao especial entre dois
conjuntos. Estudaremos as fungdes reais, que estabelecem rela-
¢Oes no conjunto dos niimeros reais.

A idéia de fungdo aparece pela primeira vez com os babilonios,
cerca de 2000 a.C. Eles utilizavam tabelas como a descrita abaixo,
associando a cada nimero inteiro maior do que ou igual a zero o
seu quadrado.

n? 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

René Descartes (1596 — 1650) pode ter sido o primeiro matemaético
a usar o termo “funcdo” (1637): para ele, funcao significava uma
poténcia de x, como x?, x°, etc. Em 1692, Gottfried Wilhelm Lei-
bniz chamava fun¢ao qualquer quantidade associada a uma cur-
va. Johann Bernoulli em 1718 definiu fun¢do como sendo qual-
quer expressao envolvendo uma variavel e quaisquer constantes.
A notagdo f(x) foi introduzida por volta de 1750 por Leonhard
Euler; segundo ele, uma fun¢ao nao precisava ter uma expressao
analitica, podendo ser representada por uma curva. Ja no inicio
do século XIX, Joseph Louis Lagrange restringia o significado



de funcdo a uma representagao em série de poténcia. Mais recente-
mente (final do século XIX), o estudo de conjuntos feito por George
Cantor e outros matematicos levou a definicao de funcao como a
conhecemos hoje: um conjunto especial de pares ordenados de ele-
mentos, nao necessariamente nimeros. Todo o Calculo Diferencial
e Integral desenvolvido por Isaac Newton e Leibniz no século XVII
e aperfeicoado ao longo dos séculos por varios mateméticos gira em
torno de dois conceitos fundamentais: o conceito de funcado e o con-
ceito de limite. Antes da defini¢ao formal, vejamos:

4.1 Exemplos de situacoes que
envolvem a idé¢ia de funcao

1) Galileu (1564 — 1642) descobriu que o espago percorrido por
um corpo em queda livre é proporcional ao quadrado do
tempo gasto para percorré-lo. Mais precisamente, se o corpo
é abandonado na posi¢ao de repouso, no tempo ¢ =0, sendo

t medido em segundos, entdo o espago percorrido pelo corpo

. t2
em ¢ segundos é dado por x = g2

em que g é a aceleragao

da gravidade (g é aproximadamente 9,8m/ s*)e x é medido
em metros. Desta forma o espaco percorrido x depende do
tempo da queda ¢. Diz-se que x € uma fungao de ¢. Além
disso, diz-se que ¢ € a variavel independente e x € a variavel
dependente desta fungao.

2) A é&rea de um circulo de raio » é dada por 4 =nr’. Esta drea
depende do raio r ; em outras palavras, a drea 4 € uma
funcdo de r, sendo 4 a varidvel dependente e r a varidvel
independente.

3) O volume de um paralelepipedo cujos lados medem x,y ez
€ expresso por V =x-y-z. Este volume é uma funcao das di-
mensoes x,y ez, sendo estas as varidveis independentes da
fungdo volume, enquanto o volume ¥ ¢ a variavel depen-
dente.

4) Um micro empresario supde que o custo de produgao de cer-
to artigo depende:

1°) do material utilizado para a confecgao (m );



2°) da mao-de-obra (mo);
3°) do custo do equipamento utilizado (e);
4°) da administragao (a);

5°) da manutencdo do equipamento (me).

Neste caso, o custo do produto é uma funcao destas cinco varidveis:
C =f(m,m0,e,a,me).

Mas afinal, o que é uma fungdo?

Retomando o exemplo 1) da queda dos corpos, suponhamos que o
tempo necessdrio para a ocorréncia do fenomeno fisico descrito, isto
é, o tempo de queda do corpo seja 10 segundos. Entao, a cada ins-
tante ¢ , entre 0 e 10 segundos, corresponde um tnico valor de x,
que é a distancia do corpo a posicao inicial. Este valor de x é dado
gt

2

por x = . Por exemplo, para t=5 (e g=9,8m/s’ ), o valor de x

(9,8).5> 245

é dado por x = =122,5m . Assim, temos um tipo espe-

cial de relagao que é denominado funcao.
Mais precisamente:

Definicao. Sejam 4 e B conjuntos nao-vazios. Uma fungao de 4
em B éumarelacdo f que a cada elemento de 4 associa um tni-
co elemento de B .

Notagao: f:4—>B (lé-se"fdeAdemB")

Xy (1é-se "x ¢ levado em y")

Observacao 1. Pelo fato do elemento y estar associado a x, escreve-
mos também “ y = f(x) ”. Esta é a notagdo mais utilizada de funcgao,
apesar de nao indicar os conjuntos.

Observacao 2. Como f é uma relacio de 4 em B , lembremos
que o conjunto 4 é chamado o dominio da fungdo e o conjunto
B é o contradominio. O conjunto dos elementos de B que estdo
associados a algum elemento de 4 é aimagem da fungdo f , xe 4



é chamado “variavel independente” e y € B é chamado “variavel
dependente”.

Notacoes:
* O Dominio de f sera denotado D(f)

* AlImagem de f serd denotada Im(f’)

Observacao 3. A imagem de f é o conjunto

Im(f)={beB|b= f(a),paraalguma € A}

Nos textos didaticos € comum encontrarmos a expressao “ f(a) éa
imagem de a ”. Neste caso, f(a) € aimagem do elemento a e ndao
a imagem da funcdo f , que é um conjunto.

Observacao 4. Se o contradominio de uma fungao f é o conjunto
R, dizemos que f € uma fungao real. Além disso, se 0 dominio da
funcao f é também um subconjunto de R, isto é, D(f) c R, dize-
mos que f € uma funcdo real de varidvel real. Estas fun¢des serdo
objeto de estudo no préximo capitulo.

Observacao 5. Freqlientemente, mas nem sempre, a regra que defi-
ne y como funcdo de x é dada por uma expressao analitica, como
y=4x-3, y=logx etc. No entanto, a fun¢do pode estar perfeita-
mente definida sem que tenhamos uma “férmula” explicita. Aten-
¢do para os exemplos, mais adiante.

Observacao 6. Para caracterizar uma fun¢ao nao basta somente a lei
que a cada elemento do dominio associa um elemento no contrado-
minio. E preciso, além disso, estar claro quais sao estes conjuntos.
Quando nao se faz referéncia ao dominio da fungao, entende-se que
€ o conjunto de todos os elementos para os quais a expressao que
define a funcao faz sentido.

Observacao 7. De modo geral, usaremos letras mintisculas para de-
notar fungdes e varidveis. Por exemplo, se escrevermos k(t), estamos
nos referindo a fun¢do & de varidvel independente ¢ . A variavel de-
pendente também serd denotada por letras mintsculas. A respeito
destas notagoes, lembramos que o uso da letra f para denotar a



funcdo, x para a varidvel independente e y para a variavel depen-
dente nao € obrigatdrio, apesar de consagrado nos livros didaticos.

Exemplos:

) fTRR, f(x)=3x+5

f éafuncdo que a cada nimero real associa seu triplo soma-
do com 5. O dominio da fungdo é o conjunto R e o contrado-
minio é R. A imagem da funcao é o conjunto de valores reais
resultantes das operagdes “o triplo do niimero mais 5”. Assim,
Im(f)={yeR|y=3x+5paraxe R} .

Veja alguns valores do conjunto imagem:

£(0)=3-0+5=5
£(0,0004) =3-0,0004+5 =5,0012

f(ﬁ)=3w/7+5=3\/7+5

Perqunta: existe um nmiimero real k tal que f(k)=51? Em outras
palavras: 51 é a imagem de algum elemento do dominio?

Para responder a pergunta, facamos f(k)=51 , ou seja,
3k+5=51. Resolvendo a equagdo, vemos que para k = ? te-
mos f (?j =51. Observe que para qualquer nimero real y é
sempre possivel encontrar um niimero real x tal que f(x)=y.
De fato:

3x+5=y

3x=y-5

y=3
3

X =

Para este x, tem-se
fQ0=f(X§§j=3(X§§)+5=y—5+5=y.

Isto significa que todo niimero real é imagem de um elemento
do dominio da fung¢do. Provamos assim que Im(g)=R , ou
seja, a imagem € o préprio contradominio.



2)

h:N->R h(n)=n"+1

h é a funcao que a cada nimero natural associa seu quadrado
somado com 1. O dominio de # é o conjunto N e o contrado-
minio é R. A imagem de /4 é o conjunto

Im(h)={yeR|y=n’+1,parane N} =1{1,2,5,10,17,26,...} .

Note que neste caso a imagem da funcdo # é um subconjunto
proprio do contradominio.

g2) =

g ¢é a fungdo que a cada nimero real associa o seu inverso.
Como s existem os inversos de niimeros nao-nulos, o domi-
nio de g € o “maior” conjunto no qual é possivel obter o in-
verso de um ntimero, D(f)=R-{0}=R". A imagem de g é o
conjunto

Im(g):{l|zeR*}.

Pergunta: dado um niimero real y , é possivel encontrar um niimero
real ndo-nulo z tal que g(z)=y ?

. ) 1
Andlogo ao que foi feitono exemplo 1,se y étal que —=y para
z

- 1 I
z#0,entdo y#0 e z=— (basta multiplicar ambos os mem-

Y
bros daigualdade 1. y por zy ). Assim, g(z)=g (1] = % =y
z y il
e teremos Im(g)=R" . y
1 1
t(s)= +—
(s) s+3 s-—1

Para determinar o dominio de ¢ , devemos observar os valores

+L.C0monéo
s+3 s-—1

existem numeros com denominadores zero, devemos excluir

reais para os quais é possivel encontrar

os valores que anulam o denominador: s=-3 e s=1. Assim,
D(k)=R—{-3,1} .

Qual é a imagem da fungdo t ?



1

5 k(t)=——
) k@) ?=2t-12

Analogo ao exemplo anterior, para determinar o dominio de
k, devemos observar os valores ¢ para os quais € possivel

1
encontrar ERCYEETS Fazendo #*—2t-15=0 , obtemos =5
- —=2t—

ou t =-3: estes valores anulam o denominador e devem ser
excluidos. Assim, D(k) =R —{-3,5} .

x+3 sex<0

6) f(x)=
x*—4x+3sex>0

A funcao f é dada por duas sentencgas: para os valores x me-

nores ou iguais a 0 , associa-se x+3; para valores x maiores

do que zero, associa-se x* —4x+3.0O dominio da fungdo é R e

sua imagem € o conjunto:

Im(f)={x+3|xeRex<0lU{x’—4x+3|xeRex>0}.

7) Para neN", ¢(n) é a quantidade de ntimeros relativamente
primos com 7 e menores do que 7 (fungao de Euler).

Este é um exemplo de fungao que nao estd expresso por uma
“térmula”. Apesar disso, conhecemos a maneira de associar os
elementos de N com elementos de N. Por exemplo: p(6) =2,
pois sao dois os nimeros relativamente primos com 6 e me-
noresdoque 6:1e 5.

Analogamente, ¢(19) =18, ¢(42) =12 etc. Para a funcao de Eu-
ler temos: D(p)=N" e Im(p) = {p(n)|neN"} .

Para calcular ¢(n), usamos a decomposicao de n em fatores
primos (teorema fundamental da aritmética):

al a2 ak
n=p; p, . P, C0M p<p,<..<p;

primos distintos e «;, € N para todo i. Fazemos

o(n)=o(p")-p(p3?)-....p(p,") =
=(p")-(p, =D (p5*") (P, =D -(ps*")-(ps =D (p*) - (p, = 1)



Por exemplo, para n =504 =237, temos que a quantidade de
nimeros relativamente primos com 504 e menores do que 504 é:

P(504) = p(2°)-0(3%)-p(7) =27 -(2-1)-3-1)-(7-1) =4-6-6 =144

A funcado h , dada por duas sentengas, associa 1 aos niimeros
racionais e 0 aos nimeros irracionais. Seu dominio é R e sua
imagem é Im(h) = {0,1} .

Observacao 8. Voltaremos a falar do conjunto-imagem de uma fun-
¢ao quando estudarmos os graficos de fungoes.

4.2 lgualdade de funcoes

Quando duas fungdes sdo iguais? Serao iguais as fungoes f e g
2
x -1

x+1

?

definidas por f(x)=x-leg(x)=

Teorema. Duas funcoes f e g sdo iguais se e somente se
i) f e g tém o mesmo dominio e

ii) f(x)=g(x) paratodo x do dominio de f .

O teorema responde a nossa pergunta inicial: o dominio da fungao
f € R e o dominio da fungdo g é R—{-1}; logo, as fungdes néo
sdo iguais, pois a condicdo (i) nao é satisfeita. E tentador cancelar
x+1 na expressao da funcao g.Mas lembre-se que somente pode-
mos cancelar expressdes seguramente nao-nulas, ou seja,

xz—l_(x—l)(x+1)_x
x+1 x+1

-1

somente ocorre parax # —1. Lembre-se também que nao basta a lei
para caracterizar uma funcgao.



Outros exemplos de funcoes

Nos proximos exemplos alguns conceitos estao expressos em forma
de funcdo: as operagdes, o determinante de uma matriz, as proje-
¢Oes, a distancia. Estas fung¢odes serao estudadas com mais detalhes
em disciplinas posteriores. Observe que na maioria dos exemplos o
dominio ou o contradominio, ou ambos, sdo produtos cartesianos, o
que caracteriza as fun¢des de mais de uma varidvel.

9) a:RxR—>R,a(x,y)=x+y (operagao adicao em R)
m:RxR — R, m(x,y)=x+y (operagao multiplicagdo em R )
10) Seja M o conjunto das matrizes quadradas 3x3 .
k:M — R,k(A4)=det(A)
11) F:RxR > RxR,F(x,y)=(x,0) (projecao na primeira coor-
denada)
12) G:R > RxR,G(x)=(0,x) (inclusao)
13) K:(RxR)x(RxR)—> (RxR)
K((x,y),(u,v))=(x+u,y+v) (adicdao de vetores)

14) d :(RxR) > R,d(x,y) = x—y| (distancia entre dois pontos na
reta)

15) d:(RxR)x(RxR) > R,d((x, y)(u,v)) = \/(x—u)2 +(y—v)
(distancia entre dois pontos no plano)

16) Seja 4 um conjunto ndo-vazio e P(a) o conjunto das partes
de 4.

17) h: P(A)x P(A) > P(A),h(X,Y)=XNY (interseccao de
conjuntos).
Exercicios propostos

4x—-3
5x+6

1) Dada a fungao f(x)= , determine:
a) o dominio de f

b) f(2x) ef(-2x)



o fCD

d) f@2x + 1)

e) x tal quef(x)=9
f) f2x)+1

2) Determine o dominio das funcoes:

C Ax
& t(X)_\/x+2+;

b) m(x)= JIx=5

2 1
+ -
x' =3 V25-x°

3x° -2
Q) F(x)=xx>—40 + —/—=—
246 —x’

3) Dé dois exemplos de relagdes em R que nao sdo fungdes.

1+¢ 1 1
4) Seja g(¢) =—— . Determine — e gl —|.
) Se g()=17 g(1+tj g(l—t}

4.3 Grafico de uma funcao

O grafico é o “retrato” de uma funcdo. Facilita, entre outras coisas,
a analise de relatérios ou perspectivas econdmicas, cotagao de mo-
edas, pesquisas estatisticas etc. O grafico permite visualizar melhor
o comportamento da fungao, seu crescimento e seus maximos e mi-
nimos.

Nosso estudo aqui se restringe as fungdes reais de uma variavel
real, isto é, fun¢des cujo dominio é um subconjunto de R e cujo
contradominio é R . Como uma fung¢ao é uma relagao especial, po-
demos aproveitar a idéia dos graficos de relacoes ja estudados; o
grafico de uma funcdo é, em geral, uma curva ou reunido de par-
tes de curvas, ou de pontos, representados no plano cartesiano. A
varidvel independente é em geral marcada sobre o eixo horizontal
(eixo das abscissas) e a varidvel dependente é marcada sobre o eixo
vertical (eixo das ordenadas).



1 0
2 1
3 2
4 3
5 4

Definicao. Seja AcR e f:4—>R uma fungdo. O grafico de f
é o conjunto de todos os pontos do plano cujas coordenadas sao
(x, f(x)) ,com xe A4.

Jat) = (x,f(x))

/

Simbolicamente:

Gr(f)={(x,y)e AxB|y = f(x); ={(x, f(x))| x € 4}

Observacao 9. O gréfico é uma representacao da funcao por dese-
nho ou figura geométrica, mediante a associa¢do, um a um, dos pa-
res ordenados de niimeros reais com pontos de um plano, usando
um sistema de eixos coordenados (como foi feito para nimeros reais
e pontos de uma reta).

Exemplos:

17)Seja A={neN|1<n<5} e f:A>N, f(n)=n-1

Como 4=1{1,2,3,4,5}, é possivel determinar todos os valores
f(n)e o gréfico é Gr(f)=1{(1,0),(2,1),(3,2),(4,3),(5,4)}

Y
4
3
2

1

Figura 4.2



5 £:00,3] > R,f(x)=x-3

Neste caso nao € possivel fazer uma tabela para todos os valo-
res de x em [0,3]. Mostraremos mais adiante que esta fun¢ao
tem um grafico que é um segmento de reta. Assim, basta co-
nhecer dois de seus pontos.

Figura 4.3

Observacao 10. De modo geral, para construir o grafico de uma
funcao com lapis e papel, ndo basta encontrarmos alguns pontos
dando alguns valores para a varidvel independente. No préximo ca-
pitulo estudaremos as fung¢oes elementares e faremos o esbogo de
seus gréficos utilizando as propriedades destas fungoes.

Observacao 11. Um outro processo de construcdo de graficos é a
utilizacdo de programas computacionais especificamente criados
para este fim; se vocé ja teve contato com estes programas na disci-
plina de Informaética, agora pode usa-los livremente. No entanto, a
utilizacdo de imagens nada adianta se ndao soubermos analisar esta
imagem. Para isso, também o conhecimento dos gréficos das fun-
¢oes elementares é importante.

4.4 Funcoes crescentes e funcoes
decrescentes

Como o préprio nome diz, podemos investigar o crescimento ou
decrescimento de uma fungao real num determinado subconjunto
de R. Veja o exemplo seguinte:



Figura 4.4

A funcao é crescente nos intervalos [a,c] e [d,e] e decrescente nos
intervalos [c,d] e [e,b].

Definigao.
i) Dizemos que uma func¢do f € crescente no conjunto 4 R

se e somente se x, <x, implica f(x,)< f(x,), para todos x, e
x,em 4 .

ii) Dizemos que f é decrescente no conjunto 4 R se e somen-
te se x, <x, implica f(x,)> f(x,), para todos x, e x, em 4 .
Simbolicamente:
i) f écrescenteem A< (Vx,x, € 4,x, <x,= f(x)<f(x,))
ii) f é decrescente em A< (Vx,x, € 4,x, <x, = f(x)> f(x,))
Observacao 12. Nas fungdes crescentes num intervalo / , a medida
que os valores x aumentam em [/ , os valores f(x) também au-

mentam. Nas fung¢des decrescentes num intervalo J , a medida que
os valores x aumentam em J , os valores f(x) diminuem.

Exemplos:

19) f(x)=3x-1, D(f)=R

Note que usamos

as propriedades da .
relacio de ordem. Logo, f é crescente em todo seu dominio.

Para x, e x, reais com x, < x,, temos f(x,)=3x—-1<3x, 1= f(x,).



20) f(x)=—x+4,D(f)=R
Para x, e x, reais com x, <x,, temos —x, > —x, e assim

J(xX)==x+4>x,+4=f(x,).

Logo, f* € decrescente em todo o seu dominio.

x+1sex>0

D(f)=R

—x+1sex<0’

21) h(x) = {

No intervalo [0,%0), se x, <x,, temos que
h(x)=x-1<x,-1=h(x,)

e h é crescente. No intervalo (—x,0), se x, <x,, temos que
h(x)=—-x+1>-x,+1=h(x,) e h é decrescente.

Assim, h é crescente no intervalo [0,20) e decrescente no in-
tervalo (—0,0).

22) g(x)=7,D(g) =R

g nao é uma fungao crescente, nem decrescente, em qualquer
intervalo de seu dominio; de fato, para x, e x, reais tais que
x, <x,, tem-se f(x)=7=f(x,).

4.5 Funcoes injetoras

Comecemos com um exemplo: considere a fun¢ao que a cada aluno
matriculado na UFSC associa a sua data de nascimento. Certamente
hé pelo menos dois alunos da UFSC com a mesma data de nasci-
mento, isto é, existem elementos distintos do dominio que possuem
a mesma imagem. Isto ndo acontece se tomarmos a fungao que a
cada aluno da UFSC associa seu nimero de matricula: alunos dife-
rentes tém diferentes nimeros de matricula, ou seja, elementos di-
ferentes do dominio possuem imagens diferentes. Quando acontece
esta ultima situagao, dizemos que a fungao € injetora.

Definicao. Seja f': 4 — B uma funcdo. Dizemos que f ¢ injetora
se e somente se para quaisquer x, e x, do dominio tais que x, # x,,

tem-se f(x)# f(x,).

Alguns autores dizem que a
funcéo € injetiva ou um a

um. A propriedade também
¢ chamada de injetividade.



Simbolicamente,
f éinjetora & V x,,x, € 4, sex, #x,, entao f(x)# f(x,) .
Ou, equivalentemente:

J éinjetora < Vx,x, € Asef (x,)= f(x,) , entdo x, = x,
Exemplos:

23) f:R >R, f(x)=3x-1.

Sejam x, e x, reais e suponhamos que f(x,)= f(x,). Entdo,

3x,—1=3x, -1
3x, =3x,
X, =X,

Assim, f é injetora.

24) h:R >R, h(x)=x"-1.
Sejam x, ex, reais. Se h(x,)=h(x,) , entdo:
()" =1=(x,)" -1
(%) =(x,)’

Observe que ndo podemos concluir dai que x, =x,, uma vez

que podemos ter, por exemplo, (-1)* =1 e —1#1. Assim, a
func¢ao & nao é injetora.

Observacao 13. Para mostrar que uma fungao nao € injetora, basta
exibir elementos diferentes do dominio que possuem a mesma ima-

gem: x, # xzef(xl) = f(xz) .

Observacao 14. E possivel, por meio do grafico, verificar se uma

funcao é injetora ou nao. Uma fungao serd injetora se e somente se
qualquer paralela ao eixo das abscissas corta o grafico da fun¢ao em

no maximo um ponto.



4.6 Funcoes sobrejetoras

Considere a fun¢ao g:R — R, g(¢) =2¢-9. Qual a imagem de g?

Seja y um ntimero real qualquer. E possivel encontrar um nimero
real ¢ tal que g(t)=y ?

Se y=2t-9 , entdo t=y+9

e g(t)=y . Assim, todo nimero real é
imagem de algum elemento do dominio. A imagem da fungado é o

proprio contradominio R e a fungao é chamada sobrejetora.

Definicao. Seja f': 4 — B uma funcdo. Dizemos que f é sobrejeto-
ra se e somente se a imagem de f for igual ao seu contradominio,
ouseja, VyeB,Ixe A| f(x)=y.

Exemplos:

25) f:R->R, f(x)= %x+1 é sobrejetora.

De fato: seja yeR. Se y=%x+l, entao

x=2y—2ef(x)=f(2y—2)=%(2y—2)+1=y .

Logo, f é sobrejetora.

26) g[0,1] > [0,1], g(x)— x> ¢é sobrejetora.

De fato: seja y €[0,1] , ou seja, 0< y<1.Sendo y um niimero
positivo (ou nulo), existe \/; e, além disso, 0< \/; <1. Entao,

se x=4/y, temos g(x) =g(\/;)=(\/;)2 =|y|=y . Logo, g é so-
brejetora.

27)h:R - R,h(x) =x nao é sobrejetora.

Existe pelo menos um nimero real, por exemplo, -5, que nao
¢ imagem de nenhum elemento do dominio (0 médulo de um
nimero é sempre positivo ou nulo!). A imagem da funcao é
[0,0) .

Observacao 15. Uma fun¢do f nao é sobrejetora quando existe pelo
menos um elemento do contradominio que nao é imagem de ne-

Alguns autores dizem que

a funcéo ¢ sobrejetiva.

A propriedade também ¢
chamada de sobrejetividade.

Lembre-se que a negagao
do quantificador “todo”

¢ o quantificador "existe
pelo menos um”, no sentido
de "existe pelo menos

um valor x para o qual a
definicdo néo se aplica™



nhum elemento do dominio. Note que uma func¢do do dominio na
imagem, f:D(f)— Im(f), é sempre sobrejetora.

Observacao 16. Uma funcdo terd a propriedade de ser injetora ou
nado dependendo de seu dominio, bem como de seu contradominio.
O mesmo acontece para a propriedade de ser sobrejetora.
Por exemplo:

f:R—>R, f(x)=6x>—~/5 ndo é injetora mas

g:[0,0) > R, g(x) =6x> —+/5 é injetora.

Por qué?
h:[0,0) > R, A(x) = Jx nao é sobrejetora

5 :[0,00) > [0,0),s(x) = Jx 6 sobrejetora.

Por qué?

Aqui, novamente vale lembrar a Observagao 6: nao basta somente
a regra (a lei) de associacdo dos elementos. E preciso também estar
claro quais sdo os conjuntos dominio e contradominio. Dependen-
do dos conjuntos estabelecidos, a fun¢ao pode ser injetora ou nao,
sobrejetora ou nao.

4.7 Funcoes bijetoras

A funcdo g:[0,11—[0,1],g(x) =x" ¢é injetora e sobrejetora, como ja
foi visto.

Dizemos neste caso que g € uma funcao bijetora ou que é uma bije-
¢ao do intervalo [0,1].

Definicao. Uma funcao f: 4 — B é bijetora se e somente se é inje-
tora e sobrejetora.

Exemplos:

28) h:R — R, h(x)=3x-1 é bijetora.



i) éinjetora, pois, dados a e b em R com h(a)=h(b) , tem-se
3a—1=3b-1, o que significa a=b.

ii) é sobrejetora, pois, dado qualquer ndmero real y, existe

x:yTH tal que h(x)=y.

29) g:[0,11—[0,1], g(x) = x’ é bijetora.

i) ¢é injetora, pois para a e b em [0,1] tais que @’ =5b’, temos
a=>b (prove!).

ii) é sobrejetora, pois para qualquer y em [0,1] existe x = Ux,
x no intervalo [0,1] (por que?) tal que g(x)=y.

4.8 Composicao de funcoes

Neste topico estudaremos um procedimento de construir novas fun-
¢Oes a partir de funcoes dadas, procedimento este conhecido como
“composicao de fungdes”. Comegaremos com um exemplo:

Sejam f:R—>R e g:R—>R fungdes dadas por f(x)=2x e
g(x)=x*-3x. Como f é sobrejetora (prove!), faz sentido aplicar a
funcdo g a f(x) ,uma vez que Im(f)=D(g)=R.

Entdo, g(f(x))=g(2x)=(2x)* —3(2x) =4x* —6x. Dizemos que a fun-
cdo h, h:R—R,h(x)=4x"—6x, resulta da composicio de g e f
(nesta ordem). Escrevemos /= go f . Em outras palavras, a funcao
que associa xeR a g(f(x))eR é chamada funcdo composta de g
com f e denotada por go f.

E sempre possivel determinar a fungido composta de duas funcdes? Tome-
mos por exemplo f(x)=2x e g(x)= Jx. Serd possivel calcular g o f(-3)?

Vejamos: go f(-3)=g(f(-3))=g(-6) = J-6, que nao é um numero
real! Isto ocorre porque f(-3) ndo pertence ao dominio de g, que
é [0,00) . Concluimos que go f existe para aqueles valores de x tais
que f(x)=0.De modo geral, para que possamos definir a funcao
composta de g com f, é preciso que Im(f) = D(g).



Definicao. Sejam f:4— Beg:E— F fungdes tais que Im(f)c E.
A fungdo que associa a cada x€ 4, g(f(x)) e F, é chamada funcao
compostade g com f eédenotadapor go f. Afungao gof:4—>F
é definida por go f(x)=g(f(x)).

Exemplos:

30) f:R>R, f(x)=3x e g:R>R,g(x)=2x+1

Como f é sobrejetora (prove!), temos que Im(f)=D(g)=R.
Logo, a funcdo composta de g com [ é:

gefR-o>R,(gof)(x)=g(f(x)=gBx)=203x)+1=6x+1
Podemos também determinar a composta de f com g?

Como g € sobrejetora (prove!), temos que Im(g)=D(f). Logo,
a fun¢ao composta de f com g é dada por:

fog:R—>R,com
(feg)x)=f(g(x)=f(2x+1)=3-2x+1)=6x+3

Como vocé pode observar, fog ego f sao fungdes diferentes!

3) £ R R, f(x)=2x e g:[0,0) >R, g(x)=+/x

Neste caso temos Im(g)=R e D(g)=[0,0). Como Im(f) nao
esta contidano dominio de g,nao é possivel definir a composta
de g com [, go f.Noentanto,como Im(g) =[0,0) c R =D(f),
podemos definir a composta de f com g:

[og:[0,) > R,(f0g)(x) = f(g(x) = f(Nx)=2x.

Para podermos definir a composta de g com f (afuncdo go 1),
devemos fazer uma restricdo ao dominio da fungao f para
que sua imagem seja um conjunto de nimeros positivos; ao
fazer isso, estamos definindo uma nova func¢ao

h:[0,00) > R, h(x)=2x , Im(%):[0,0) c[0,0) =D(g)

e, portanto, (goh)(x)=g(h(x))=g(2x)= V2x .



32) Considere as funcdes f(x)=x>+5e g(x)=vx—6

Qual deve ser o dominio da fungdo f para que seja posstvel definir
gof?

Como gof s6 poderd ser definida quando Im(f)cD(g),
devemos inicialmente determinar D(g) dado por

D(g)={xeR|x—-62>}=[6,0).

Assim, para que Im(f)cD(g) devemos ter f(x)=x>+5>6.
Resolvendo a inequacao, temos que os valores de x que resultam
em f(x)=x"+5>6 constituem o conjunto A = (~o0,~1]U[l,0).
Tomando o dominiode f como o conjunto 4 = (-, -1]U[1,),
épossivel definir go f. Assim,para f:4—>R e g:[6,0) > R,

temos (g0 /)(x) = g(f(x)) = g(x* +5) = /(x* +5) =6 = /x> ~1.

Exercicios propostos

5) Sejam  f(x) :3% e g(x)=x"+2. Determine, se possivel, as
X
funcdes gof e fog.
6) Se f(x)=vx"—4 e g(x) :ﬁ, determine condi¢Oes para
X+
que se possa definir go f e fog.

x+1
5

Propriedades da composicao de funcoes

A composicao de fungdes pode ser vista como uma “operacao” de
fungdes. Neste sentido, algumas propriedades dessa operacao po-
dem ser tteis.

No que segue, f, g e h denotam fun¢des compativeis para a defi-
ni¢ao de compostas.

P1) A composicao de fungdes em geral ndo é comutativa, ou seja,
gof# fog. (Procure um exemplo para o qual a igualdade
ocorre)



Esta propriedade nos
permite compor mais de
duas funcaes, respeitando
as restricoes da definicédo.

P2) A composic¢ao de fungdes é associativa, ou seja,
ho(feog)=(hef)eog.

P3) A funcao identidade (AcR e Id: 4 — R,1d(x) = x) funcio-
na como um “elemento neutro” da composicao, ou seja: para
fiA->R eld:4—> A4,1dof = fold=f.

De fato, Ido £, fold e f tém o mesmo dominio 4 e ainda:
[(1d)o £1(x) =1d(f(x)) = £ (x), Vx e D(f) e
[f o (1)](x) = £(1d(x)) = £ (x), Vx € D()
Logo, Ido /= fold =.

4.9 Funcao inversa

Considere a funcao f:R—>R, f(x)=3x-1. Existe uma funcao
g:R—>R tal que (fog)(x)=(go f)(x)=1d(x)=x, para todo x e R?
Vejamos:

) (gef))=g(f(x)=gBx-1)=x
1) (feg)x)=f(g(x)=3-g(x)~-1=x

Da igualdade (ii) obtemos

3-g(x)-1=x
3-g(x)=x+1
x+1

g(x):T

Verificamos que também a igualdade (i) é verdadeira para g(x):

3x-1+1 3x

3x—-1)=
g( ) 3 3

A funcao g:R - R, g(x) :xTH é chamada de funcao inversa da

fungao f e ¢é denotada por f .

Pergunta: para toda funcdo f é possivel encontrar f~'?



Observemos a funcdo f:R —[0,), f(x)=x". Procuramos uma
funcdo g tal que (fog)=(x)=x e (gof)=(x)=x, ouseja:

) (go)x)=g(f(x)=g(x")=x
i) (feg)x)=f(g(x)=[g(x)] =x

Da igualdade (ii) obtemos g,(x) = Jx ou g, (x)= —Jx, duas opgoes
para g(x) (lembre-se que ja vimos isto na parte de Equagodes). O
dominio destas fungoes é [0,00) =Im(f), mas elas devem satisfazer
(i). Como g, -(x*)= N =[x e g, (x*)= it =- | x|, nenhuma das
duas opgoOes para g satisfaz a condigao exigida. Logo, nao € possivel
encontrar a fungao inversa de f .

Definicao. Seja f:4— B uma fungdo. Se existe g: B — 4 tal que
(feg)x)=x,VxeBe(gof)x)=x,Vxe A ,entdo a funcao g é cha-
mada funcdo inversa de f e é denotada por f .

Observacao 17. Como uma funcdo é uma relagdo, podemos olhar
para uma fungao f:A4— B como uma relagio de 4 em B, isto §,

f={y)edxBly=f(x)}={(xf(x)|xe4}.

Como sempre existe a relacao inversa de uma relagao (veja a unidade
“Relagoes”), a pergunta entdo é: sob que condi¢des a relagdo inversa
g de B em 4 é uma fungao? Em outras palavras, que caracteristica
deve ter a funcdo f para que sua inversa exista?

Observe no exemplo anterior qual era o “problema” da fungao
f que “impedia” a existéncia da inversa: o fato de dois elemen-
tos diferentes do dominio terem a mesma imagem, uma vez que
x> =(-x)*. Ao tentar calcular a funcio g, acabamos ficando com
duas possibilidades, sendo que nenhuma delas “servia” para a in-
versa. A funcdo inversa f~' deve “fazer o caminho de volta da £,
no sentido de “desfazer o que foi feito por f ”. Para isso, é necessario
que cada elemento da imagem de f* se origine de um tinico elemen-
to do dominio; se isto ndao acontece, ao “fazer o caminho de volta” a
candidata a inversa acaba por encontrar duas imagens para um tini-
co elemento de seu dominio (que é aimagem de f ), o que a impede
de ser uma fungao. Assim, uma das condigdes para que exista f ' é
que a fungao f deve ser injetora.

Lembrando: a relacdo

inversa g é dada por
g={r.x)eBxA4/(x,y)e [},
ou seja, (y,x)eg see
somente se (x,y)e f .



Observemos agora a funcao #:(0,1) > R, h(x) =2x. Ao “fazer o ca-
minho de volta”, a candidata a inversa deve “partir” de R e “voltar”
ao intervalo (0,1). Mas existem elementos de R que ndo sdao ima-
gem de nenhum elemento de (0,1) pela func¢do % . Logo, esta candi-
data ndo sera uma fung¢ao, uma vez que, para ser funcao, todos os
elementos de seu dominio devem ter uma imagem, isto é, a lei deve
valer para todos os elementos do dominio.

Note que se considerarmos o conjunto imagem de %, todos os ele-
mentos deste conjunto estao associados a algum elemento do do-
minio. Conclusdo: outra condi¢do, além de ser injetora, para que a
inversa de uma funcdo f exista é que f seja sobrejetora. O teorema
a seguir caracteriza as fung¢oes que admitem inversa.

Teorema. Seja f:A— B uma funcio. Se f ¢é bijetora, entio existe
f7':B— A. Reciprocamente, se existe f~', entdo f ¢é bijetora.

Demonstracao:
(—) Hipdtese: f ¢ bijetora

Tese: existe '

Mostraremos que a relacdo inversa de f € uma funcdo. Seja g a
relacdo inversa de f,

g=1(x,y) e AxB[(x,y) € f}

i) Seja y e B qualquer. Como f ¢é sobrejetora, existe x € A tal que
f(x)=y,ouseja, (x,y)e f. Logo, (x,y)eg. Assim, todo ele-
mento de B esta relacionado com algum elemento de 4.

i) Seja y e B. Suponhamos que este y admita duas imagens
x ex, em 4,istoé (y,x)eg e (y,x,)eg.Entéo (x,y) e f
e (x,,y)e f,ouseja, f(x)=y=f(x,).Como f €injetora, de-
vemos ter x, = x, € assim todo elemento y de B esta relaciona-
do com um unico elemento de 4. Logo, g € uma funcdoe g ¢a
inversa ' de f.

(«) Hipétese: existe [~

Tese: f ¢ bijetora



i) provemos que f é injetora:

Sejam x,ex, em A tais que f(x)=f(x,)=y, ou sea,

(x, ) ef e (x,y)ef. Entio (y,x)ef™ e (»,x,)ef .
Como f~' € funcdo, devemos ter x, = x,. Logo, f € injetora.

ii) provemos que f ¢ sobrejetora:

Seja ye B. Como f~' € fungio, existe um Gnico x e A4 tal que
(y,x)e f'. Entdo (x,y)e f, ou seja, existe xe A tal que
f(x)=y.logo, f € sobrejetora.

De (i) e (ii) temos que f € bijetora.
Observacao 18. Quando existe a inversa de uma funcgao f', dizemos
que f éinversivel.

Observacao 19. Quando f:4— B é inversivel, para xe 4 e ye B,
f(x)=y seesomentese f'(y)=x.

Observacao 20. D(f™)=Im(f)eIm(f ") =D(f).

Observacao 21. Se uma fungdo f:4— B ¢é injetora, a funcdo
fi:A—Im(f) serd inversivel. Em outras palavras, se restringirmos
o contradominio de uma fungdo injetora a sua imagem, ela seré in-
versivel.

Exemplo:

33) £:[0,0) > R, f(x) = x> ndo é inversivel, mas
h:[0,00) —[0,0), h(x) = x°

é inversivel e sua inversa é 4™ (x) =+/x .

Exercicios resolvidos

1) Encontre a inversa da funcdo f:R - R, f(x)=2x"-1.

Resolugdo: y=2x"-1, y=f(x) = x=f"(y)



y+1=2x

;s y+l

2
3y+1_ -1
,/ 2 =/ )

Assim, a funcdo inversa de f ¢ a funcéo:

X
X =

x+1

SRR, () =3

Note que podemos usar qualquer letra para identificar a variavel in-
dependente. Podemos entdo escrever:

FURSR, (%)= sfxgl ou entio

f-I:R»R,f-I(t):st;I.

2) Encontre a inversa da funcéo f :(-,0]— [5,+x),
f(x)= 3x7 +5.
Resolucdo: y=f(x)ex=/"(y)

y=3x"+5
RNt
3
x== _y—5
3
y=35 . , x
Como x <0, tomamos x=—,[—— . Ainversa de f sera entdo:

3
£ 1 (5,400) —>(—oo,0],f“(x)=,/x;5 .

Observacao 22. Muitas vezes sabemos que a fungdo € inversivel,
mas nao conseguimos a expressao da inversa devido a dificulda-
de (ou até impossibilidade) de “isolar” a varidvel independente em
funcao da variavel dependente. Por exemplo: usando as idéias do



Célculo podemos mostrar que f(x)=x"+x+1=y éinversivel. Vocé
consegue “isolar” x em funcdo de y?

Propriedades da funcao inversa

P1) A inversa de uma funcao é tnica.

Demonstre como exercicio.

P2)Se f éinversivel, entdao /' éinversivele (f )" = f
(ou ainda: a inversa da inversa de uma funcao é a prépria fungao).

Demonstre como exercicio.

P3)Se f:4—> Beh:B— C sao inversiveis, entao ho f: 4—>C é
inversivel e (ho )" = f'oh™ .

Demonstracao:

Para provarmos esta propriedade, devemos provar inicialmente que a
composta de duas funcdes bijetoras ¢ bijetora.

i) hof éinjetora:

Sejam x, e x, em A tais que (hof)(x)=(hof)(x,). En-
tdo A(f(x))=h(f(x,)). Como h ¢ injetora, devemos ter
f(x)=f(x,); como também f ¢ injetora, temos x, =x, e
ho f € injetora.

ii) ho f ésobrejetora:

Seja zeC; como h € sobrejetora, existe yeB tal que
h(y)=z. Como também f ¢€ sobrejetora, temos que existe
um xeAd tal que f(x)=y. Assim, existe xe A tal que
(ho /)(x)=h(f(x))=h(y)=z e ho f € sobrejetora. Complete
a demonstracdao como exercicio.

P4) O grafico de f~' é simétrico ao grafico de f em relacdo a
bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes.

Como exemplo, esboce os gréficosde f:R—> R, f(x)=3x—-1 e

1
de suainversa " :R >R, f‘l(x):% :



Exercicios propostos

7) Verifique a propriedade P3 para as fungoes

f:(0,00)—)(0,00),f(x):% 5 g:(0,00)—)(—?),OO), g(X):4X2—3.

8) Um fazendeiro tem 100 m de cerca para construir um gali-
nheiro retangular. Chamando x o comprimento de um lado
do galinheiro, descreva a drea em func¢ao de x. Use o resul-
tado para achar a maior 4rea possivel e os comprimentos dos
lados que dao esta area.

9) Suponha agora que o fazendeiro da questao (8) decida cons-
truir a cerca, mas aproveitando a parede de um celeiro, de
modo que ele tera de cercar apenas 3 lados. Se ¢ é o compri-
mento de um lado perpendicular a parede do celeiro, ache a
area cercada como funcao de ¢. Ache também a maior area
possivel e os comprimentos dos lados que dao esta area.

10) A &rea de um retangulo pode ser func¢do de seu perimetro?

11) Seja f(x) = x> —3x+2. Encontre o valor de x tal que f(x)=0,5.

12) Mostre que a operacdo “adicdo de ntimeros naturais” é uma
funcao: f:NxN—>N, f(a,b)=a+b (lembre que: (a,b) =(c,d)

se e somentese a=ceb=d).

13) Determine o dominio das fungoes:

4x—-5
D) S)=7
x—38
b) g(x)_x2—7x+6
O hx) = 2x+5

N3x+5

14) Classifique as fungdes seguintes em: (I) injetora, (II) sobrejeto-
ra, (III) bijetora, (IV) ndo injetora e (V) nao sobrejetora:

a) [tR->R, f(x)=2x+1



b) g:R>R, g(x)=1-x

o h:R->R,, h(x)=x—1]

d) m:N—> N, m(x)=-3x+2

e) n:R—7Z,n(x)=[x] (maior inteiro)

f) p:R* —>]R*,p(x):l
X

2) iR >R, g(x)=x
h) r"R-o>R,r(x)=x|(x—1)

15) Determine o menor valor de » em B={xeR/x>b} de modo
que a funcio f de R em B definida por f(x)=x>—4x+6
seja sobrejetora.

16) Determine o maior valor de @ em 4={xeR/x<a} de modo
que a fungao f de 4 em R definida por f(x)=2x"-3x+4
seja injetora.

17) Os conjuntos 4 e B tém respectivamente m e n elementos.
Considera-se uma funcdo f: 4 — B.Qual a condi¢ao sobre m
e n para que f possa ser injetora? E para f ser sobrejetora?
E bijetora?

18) Quantas fungdes injetoras podemos definir de 4= {a,b} em
B= {c,d,e,f}?

19) Quantas fungdes sobrejetoras podemos definir de 4 = {a,b,c}
em B={d,e}?
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