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Capitulo 2

NUmeros reais

Estudaremos o conjunto dos niimeros reais (R) ,

suas operacdes e propriedades, e sua relacdo de
ordem. As propriedades das operacoes e da relagdo de
ordem serdo utilizadas para o estudo das equacoes e
inequacoes.

Introducao

Os conjuntos numéricos estao presentes em todos os
contetiddos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio: nas
primeiras séries do Ensino Fundamental sao estudadas as

operacoes em N e QQ ,; nas séries iniciais do segundo ciclo
do Ensino Fundamental introduz-se Z e Q_e em seguida R .

A partir dai as “ferramentas” de trabalho sao os niimeros.

E curioso observar como os alunos, de modo geral, “classificam”
os numeros em “grandes” quando tém mais de dois algarismos;
“nao dao certo” quando sao irracionais; uma fracao € suspeita!
Os “preconceitos” com determinadas classes de nimeros acabam
interferindo em outras areas, como Fisica e Quimica. Por este
motivo, o professor de matematica tem a tarefa de conduzir seus
alunos no “mundo” dos nimeros sem restricoes e comentarios
que possam reforgar ou criar os “preconceitos”. Para tanto, € pre-
ciso que o professor também nao os tenha! Um exemplo claro é o
conjunto dos nimeros irracionais (cujo estudo € iniciado na séti-
ma série do Ensino Fundamental, quando aparecem os radicais),
pouco explorado no Ensino Fundamental e pouquissimo explora-
do no Ensino Médio. No entanto, as representagdes dos fenome-
nos naturais utilizam em geral nimeros irracionais; ao apresentar



este universo para os alunos, estaremos contribuindo para que eles
tenham um entendimento melhor da natureza.

Ao longo deste capitulo estudaremos o conjunto dos nimeros reais
nao s6 como uma ferramenta atil na construcgao de outros conceitos
matematicos, mas como um objeto matematico proprio. O conhe-
cimento do conjunto dos nimeros reais ¢ de extrema importancia
no estudo do Calculo, juntamente com as fung¢des, nosso objeto de
estudo dos proximos capitulos.

21 O conjunto IR dos numeros reais:
racionais e irracionais

Vocé ja estudou os conjuntos numéricos N , Z e QQ , as operagdes

definidas neles e suas propriedades. O que falta para chegarmos aos
numeros reais € o conjunto dos niimeros irracionais. Nao faremos
aqui a construgao formal; vocé terd oportunidade de construir IR

em disciplinas de Analise. Mas o que ¢ um ntimero irracional? E um
numero real que nao é racional, ou seja, que ndo pode ser expresso

= / . . a
como uma razao de numeros inteiros _ com b = 0 . Exemplos cléssi-

cos de numeros irracionais sao as raizes “nao exatas”, como J5 e, de
modo mais geral, Jb quando b nao é o quadrado de um numero.
Talvez o irracional mais famoso seja o m, resultado da divisao do
comprimento de uma circunferéncia pelo seu didametro. Aqui cabe
uma pergunta: mas © nao € a razao entre dois numeros? Por que
nao ¢é racional? (deixaremos que vocé responda!). Outra maneira de
caracterizar os nimeros irracionais é por meio da representagao de-
cimal; sabemos que 0s nimeros racionais podem ser representados

a
na forma B e também na forma decimal, resultado da divisao do

inteiro a pelo inteiro b . O Algoritmo da Divisao nos garante que,
ao dividirmos a por b, temos duas opgdes: ou a conta “da exata”,
com resto zero, ou os restos comecam a se repetir (pois estao
limitados pelo divisor b ), gerando uma dizima periddica. Assim, a
representacao decimal de um numero racional sera finita, no
primeiro caso, ou infinita periodica no segundo. Reciprocamente,
um numero na forma decimal finita ou



infinita peridédica pode ser representado também na forma fraciona-
ria. Alguns exemplos:

1) 1,456 =136
1000
0) 2,343434.. =24+ 4 232
99 99
3) 0,2454545... = 0,2+0,0454545... = = 4 40 _ 243
10 990 990

Tendo em conta que um nimero irracional é aquele que nao é ra-
cional, ele pode entdao ser caracterizado como aquele que possui
uma representacdo decimal infinita ndo-peridédica, ou seja, os al-
garismos ap0s a virgula nao se apresentam como blocos repetidos,
sucedendo-se uma infinidade de casas decimais, como por exem-
plo, 0,1010010001000010000001... Os exemplos a seguir mostram
nimeros irracionais conhecidos em sua representagao infinita nao-
periddica:

4) 7 =3,1415926535...
5) e=2,7182818284...
6) N2 =1,4142135623...

Pergunta: se os nimeros irracionais possuem uma infinidade nao-
periddica de casas decimais e ndo podemos saber todas elas, como
eles sao utilizados na pratica? Por exemplo: o volume de uma lata de
leite condensado (cilindrica) é V' = 4h, em que A é a drea da base e
h é a altura; a area da base é mr?, sendo r o raio.Se r =3,75cm e a
altura for de 8 cm (dimensdes aproximadas da lata de leite conden-
sado), o volume V' é dado por ¥ =z x(3,75)* x8, que é um niimero
irracional (apesar da lata ser um objeto de uso comum para medidas
nas receitas de pudim!). O que acontece nestes casos é que sao usa-
das aproximagoes racionais para estas medidas. Vocé deve lembrar
que na pratica muitas vezes o professor dizia para usar 7 como
3,14 . Esta € uma aproximagao racional para um niimero que possui
uma infinidade ndo-periédica de casas decimais: 3,14 nao € o nu-
mero 7, e o resultado da substituicdo de & por 3,14 apresentara
um erro. No entanto, este erro pode nao ser significativo e a aproxi-
magao do resultado servird também aos nossos propoésitos. Quanto
mais casas decimais considerarmos, menor sera o erro decorrente



da substitui¢do. Usando 3,14 como aproximacgao para 7 , o volume
da lata de leite condensado é 353,25 cm’(na embalagem de uma
das marcas de leite condensado aparece 353 cm’). Observe outras

aproximagoes na tabela:

Aproximacéo de 7 V=mx(3,75)2 x 8 cm?
3,14 353,25
3,1415 353,41
3,141592 353,4291
3,14159265 353,429173125
3,1415926535 353,429173519

J& podemos nos sentir mais confortaveis: usar uma aproximagao racio-
nal ao invés de uma infinidade nao-periddica de casas decimais pelo
menos nos permite fazer contas. Mas como encontrar as casas decimais
para poder usar aproximagoes racionais? Em outras palavras: como de-
terminar que V2 =1,4142135623... se ndo é o resultado de uma divi-
sao? Vale a mesma pergunta para 7z = 3,1415926535... : como estas ca-
sas decimais foram determinadas? Responder esta tltima pergunta
é o primeiro exercicio do capitulo 2; vocé vai precisar pesquisar em
livros de Histéria da Matematica.

Atividade de pesquisa

1) Dé exemplos de quatro tipos de aproximacgdes de 7 feitas an-
tes do século XX. Explique cada uma delas.

Exemplo de aproximacao por racionais

Vamos estudar agora um método para aproximar nimeros irracio-
nais por racionais. Este método ja era conhecido na antigiiidade (foi
desenvolvido pelos babilonios) e € bastante eficiente. No entanto, s6
pode ser utilizado para aproximar raizes quadradas “nao-exatas”,
da forma b , quando b ndo é o quadrado de um nimero.

Faremos como exemplo as aproximagoes para V2



- 3
Inicialmente observamos que 1< V2 < 5, uma vez que

12 <2<%:2,25.

. ey NP 3
Tomamos como ponto de partida a média aritmética entre 1 e —,
que na reta significa o ponto médio entre entre 1 e 5 ; esta média

aritmética sera nossa

1+

. 3 2
* 12 aproximacao: =—=1,25
P ¢ 2 4

2
Como i = é =1,56 < 2, concluimos que 2 < \/5 < i
4 16 4 2

Na reta:

2

NSI[US

S
4

2:1,25 € uma aproximacdo “por falta", uma vez que € menor do

que /2.

Posso chegar ainda mais proximo de V2 por valores racionais? Para
chegarmos mais “perto”, lembramos que estamos procurando nume-
ros racionais proximos de um numero x cujo quadrado € 2, ou seja,

x* =x.x=2. Fazendo x.%:2, obtemos xz% e tomando a média

o L 5 8
aritmética (ou o ponto médio) entre Z e g obtemos nossa

5 8

— + —
25+32 57
* 22 aproximacgao: 2 — =—=1,425
2 20-2 40

Mas por que efetuamos estas inesperadas operagdes para obtermos
nossa segunda aproximacdo? De fato, € um procedimento bastan-

. . 5,
te razoavel. Buscamos um numero x tal que x.x=2;se — € uma

. 5 .
aproximacao de J2 e encontramos x tal que x.Z:2 , OU s€ja,
58

2.5:2, podemos concluir que % ¢ também uma aproximacdo de



V2 . Além disso, se uma destas aproximacoes ¢ menor do que V2, a
2
outra devera ser maior. De fato, § _ 64 >ﬂ =2 e consequliente-
5) 25725

8 o L
mente \/5 < —. Por este motivo € que tomamos o ponto médio entre

2 e 3 para nossa segunda aproximacao.

Na reta

X

NSTIUS I
oo +

S
4
Observe que diminuimos o intervalo no qual se encontra o nimero

5 8 . « .
V2 agora temos Z<x/§<§ e esta 2¢ aproximacdo esta a direita

de V2, bois 57 3249>3200:
40 1600 1600

5 .
Novamente usamos 4—(7) para fazer o papel de um "x" na igualdade

x.x =2, obtendo um numero a esquerda de V2 x.% =2,0 que nos

da x= @
57

Como 80 6400 6498 =2, concluimos que 80 <y2<=2 >7
57) 3249 3249 57 40

Na reta

I 580257
4 57 40
Com um intervalo ainda mais reduzido, tomamos o ponto médio (a

média aritmética) entre 80 e ﬂ para produzir nossa
57 40

80,57
57 40 _ 6449
2 4560

* 3¢ aproximacgao: =1,41425...

Continuando este procedimento encontramos uma sucessdo de nu-

5 57 6449 . .
meros racionais —, —, —— ... que se aproximam cada vez mais

4" 40" 4560 °
de \/5



Compare esta sucessdo com o nimero que a calculadora nos da
como /2 :

Erro (diferenca entre o valor

Calculadora Aproximacoes dado pela calculadora e as
aproximacoes)

5
1,41421356237... —=1,25 0,16421356237 .
4 (erro na 12 casa decimal)
ST _ 1,425 0,01078643763
40 (erro na 22 casa decimal)
0449 _ | 414p5.. | 000003643763
4560 (erro na 52 casa decimal)

Faca vocé a4“ e a 5“ aproximagoes e observe como o erro diminui
a ponto de ndo mais o reconhecermos!

Observacao 1. As aproximagdes que encontramos dependem do
ponto de partida (da 1* aproximacgdo), quando consideramos o in-
tervalo que contém V2. Se toméssemos 2 como 1* aproximagao

3 < L . .

(em vez de =) nossa sucessao seria diferente, mas ainda assim se
2

aproximaria de V2. Experimente!

Observacao 2. Todos os niimeros irracionais podem ser aproxima-

dos por racionais; este é um resultado que vocé estudara com deta-
lhes na disciplina de Analise.

Observacao 3. O conjunto dos niimeros irracionais é anotado por
R -Q, uma vez que se trata do conjunto dos niimeros reais que nao
sdo racionais: R—-Q={xeR/x¢Q}



Exercicios propostos

1) Utilizando o procedimento anterior, encontre a 4* aproxima-
cao de \/%, comecando as aproximagdes com 5 (1* aproxi-
macao). Comparando com o resultado da calculadora, em qual
casa decimal esta o erro?

2) Encontre trés aproximacoes racionais para 5, escolhendo di-
ferentes intervalos que contém V5 (18 aproximagao). Compa-
re os resultados.

3) Vocé conhece um programa computacional que pode ser usa-
do para calcular as aproximagdes por racionais? Caso conheca,
dé um exemplo. Caso desconhega, informe-se!

2.2 Operacoes e propriedades no
conjunto R: a estrutura de corpo

Durante todo o Ensino Médio vocé operou com nimeros reais e
utilizou as propriedades das operagdes e da relacdo de ordem defi-
nida em R na resolugdao de equagoes e inequagdes. Na verdade vocé
utilizou o fato de R ter uma “estrutura de corpo ordenado”. Uma
“estrutura” (também chamada estrutura algébrica) é obtida em um
conjunto equipado com operagoes quando estas operagoes tém de-
terminadas propriedades. A construcao formal de R nos permiti-
ria definir as operagdes e provar todas as propriedades; no entanto,
esta construcao nao sera feita neste momento, como dissemos an-
teriormente. Assim, vamos considerar conhecidos o conjunto R e
suas operagOes e vamos apresentar algumas propriedades como um
conjunto de axiomas. A partir dai, provaremos outros resultados
importantes para a compreensao do conjunto R.

Vamos entdo estabelecer como conhecidos:
i) o conjunto dos niimeros reais denotado por R ;
ii) as operagOes de adi¢dao e multiplicagdo de ntimeros reais.

Para quaisquer x e y em R, a adicao faz corresponder a soma
x+yeR eamultiplicagdo faz corresponder o produto x-yeR.

Este assunto sera
estudado de maneira
aprofundada na disciplina
de Algebra | deste curso.

Axiomas

Sdo afirmacdes que admi-
timos verdadeiras, sem de-
monstracdo. Este assunto ja
foi discutido em outras dis-
ciplinas, vocé se lembra?




Estas operagoes satisfazem os seguintes axiomas: Vx,y,ze€R.

Al x+(y+2)=(x+y)+z (Associativa)
A2) x+y=y+x (Comutativa)
A3) Existe 0 € R tal que x+0=x (Existéncia do elemento neutro)
A4) Existe —x € R tal que x+(—x)=0 (Existéncia do elemento oposto)
M1) x.(y.z) =(x.y).z (Associativa)
M2) x.y =y.x (Comutativa)
M3) Existe 1 € R tal que x.1=x (Existéncia do elemento neutro)
M4)Se x #0, existe x ' € R tal quex.x” =1 (Existéncia do elemento inverso)
D) xly+z)=xy+xz. (Distributiva)
Por M2, também vale (x+y).z=x.z+y.z

Com estes axiomas as operagdes de adicao e multiplicacdo definem
em R uma estrutura de “corpo comutativo”.

Observacao 4. Os quatro primeiros axiomas referem-se a opera-
¢ao adicdo; os quatro seguintes, a operacao multiplicacdo. O tlti-
mo axioma (D) relaciona as duas operagdes; lembre que este axioma
também é conhecido como “colocar em evidéncia”.

Observacao 5. Vocé deve lembrar de um conjunto de propriedades
consideradas como axiomas quando estudou os conjuntos N, Z e Q.
A medida que “ampliamos” nosso universo numérico, “ganhamos”

mais propriedades relativas as operacdes. Vamos fazer uma retros-
pectiva das propriedades relativas as operagdes dos conjuntos estu-
dados até agora (para identificar as propriedades, usaremos a notagao
das propriedades de R que acabamos de estabelecer):

i s Proprie@a~des Propri_ed.adesuda
da Adicdo Multiplicagdo
Naturais (N) A1, A2, A3 M1, M2, M3 D
Inteiros (Z) A1, A2, A3, A4 M1, M2, M3 D
Racionais (Q) A1, A2, A3, A4 M1, M2, M3, M4 D
Reais (R ) A1, A2, A3, A4 M1, M2, M3, M4 D




Podemos observar na tabela que, ao ampliarmos de N para Z, ga-
nhamos A4, ou seja, 0s opostos dos nimeros; de Z para Q ganha-
mos M4, ou seja, os inversos dos niimeros ndo- nulos. Mas de Q
para R nao ganhamos nada. Isto significa que Q e R se compor-
tam da mesma maneira em relagdo as operagoes, isto é, tém a mes-
ma estrutura de corpo.

Das operagoes de adigao e multiplicacdo associadas aos axiomas A4
e M4, podemos definir em R mais duas operagoes (como ja definido
em Q), a subtracao e a divisdo: Vx,y € R, a diferenca x—y =x+(-y)
soma dex com o oposto de y ;o quocientepara y =0, x+y=x.y" éo
produto de x pelo inversode y.

Assim como em Q, estas operacdes nao sao comutativas nem asso-
ciativas e ndo tém elemento neutro.

Propriedades
Decorrem dos axiomas as seguintes propriedades em R:
P1) O zero é tnico.

Demonstracado. A estratégia para provar esta unicidade € supor
que existam dois zeros e provar que sdo iguais. Suponhamos en-
tdo que existam dois elementos em R satisfazendo A3 (fazendo o
papel de zero): 0 e 0,. Pela existéncia do oposto teriamos entdo:
I+(-1)=0 e 1+(-1)=0,. Logo, 0=0, € o zero € unico.

P2) O oposto de um elemento de R é tnico.

Demonstracao. Seja x € R. Suponhamos que x tenha dois opos-
tos: y e z. Entdo teremos x+y=0 e x+z=0, o que significa
x+y=x+z.Somamos y (o oposto de x) em ambos os lados da
igualdade e teremos:

y+(x+y)=y+(x+z)

(y + x)+ y=(y+ x)+ z (Associativa, Al)
0+y=0+z (Existéncia do oposto, A4 e comutativa, A2)
y=z (Existéncia do elemento neutro)

Poderiamos também somar
z, 0 "outro” oposto de x

e chegariamos a mesma
conclusio).



P’3) Vale a lei do cancelamento para a adigao:

X+z=y+z=>x=y,Vx,y,zeR

Demonstracao. Analoga a demonstragdo para os numeros inteiros.

’4) Vale a lei do cancelamento para a multiplicacao:

xz=yzez#z0=>x=y,Vx,y,zeR

Demonstracao. Analoga a demonstracgdo para os numeros racionais.

P5) O elemento 1 € tnico.

Demonstracao. Andloga a demonstracédo de P1. Faca como exercicio.

P6) O inverso de cada elemento ndao-nulo em R é tinico.

P7)

P)

Demonstracao. Analoga a demonstracdo de P2. Faca como exercicio.

x-0=0,VxeR
Demonstracdo. Como 0=0+0, podemos escrever:

x-(0+0) =x-0

x-0 +x-0=x-0 (Distributiva)
x-04+x0=x0+0 (Existéncia do elemento neutro)
x-0=20 (Lei do cancelamento para adigao, P3)

n

x-y=0 = x=00uy=0,Vx,yeR

Demonstracado. Analoga a demonstracdo para os numeros racio-
hais; vamos fazé-la novamente:

Hipotese. x-y =0

Tese. x=0o0uy=0

Como temos que provar uma afirmag¢do com “ou” (no sentido de
alternativa), vamos supor que uma das alternativas ndo ocorra, ou
seja, vamos supor x # 0. Devemos mostrar entdo que para y so res-

ta a opcdo de ser 0. De fato: por hipdtese temos x.y =0 e pela pro-
priedade P7 temos que 0= x.0. Podemos entdo escrever x.y =x.0.



Como x =0, pela Lei do cancelamento para a multiplicacdo (P4),

temos que y=0.

P9 —(-x)=xe (x)'=x, VxeR.

Demonstracao. Analoga a demonstragdo para os nimeros racionais.

P10)=(x+y)=(=x)+ (=), Vx,yeR.

Demonstracao. Analoga a demonstragdo para os numeros inteiros.

P11) (=x).y =x.(-y)=—(x.y), Vx,yeR.

Demonstracao. Analoga a demonstragdo para os numeros inteiros.

Observacao 6. Estas propriedades sdo utilizadas para a resolugao

de equacdes em R. Vejamos um exemplo, resolvendo a equagao

x* =3x=2x e explicitando a propriedade ou axioma utilizado em

cada passo:

x*—=3x=2x

x*=3x+ (—2x) =2x+ (—Zx)
X+ (—3x)+ (—2x) =0
X+ (—3)x + (—2)x =0

X +[(-3)+(-2)]x=0

X +(=5)x=0

x[x+(—5)] =0

x=0 ou x+(-5)=0
x=0ou x+(-5)+5=0+5

x=0oux+0=5

x=0oux=5

(existéncia do oposto (A4):
o oposto de 2x é —2x)

(def. subtracao e A4)
(P11, oposto do produto)
(distributiva)

(°10, oposto da soma)
(distributiva)

(P8: se um produto é nulo,
um dos fatores é nulo)

(adicionamos 5 aos dois
membros da igualdade)

(A4, A3 e distributiva)

(A3)



Como visto, todos os procedimentos de resolucao se originam nos
axiomas e/ou propriedades dos nimeros reais.

2.3 Operacoes com numeros
irracionais

Esta palavraé recorrente As propriedades que acabamos de estudar referem-se ao conjunto
no vocabulario matematico

e indica que uma
possibilidade exclui a ndmeros racionais e irracionais. Lembre-se que um numero ir-
outra, isto €, se satisfaz
a primeira sentenga
n&o pode satisfazer a ele so tem duas possibilidades: € racional ou irracional e este “ou” é
segunda e vice-versa. exclusivo.

R dos nimeros reais; este conjunto, como ja sabemos, compoese de

racional é aquele que nao é racional, ou seja: dado um ntimero real,

Voceé ja conhece o conjunto dos nimeros racionais e sabe que quan-
do operamos ntimeros racionais (com as operagoes adigao, multipli-
cacao, subtragao, divisao) o resultado é ainda um namero racional
(as operagoes sao fechadas em Q). De modo geral, isto nao

acontece com os nuimeros irracionais. Adi¢do e multiplicagao de
dois nuimeros irracionais pode ser um numero racional ou um
numero irracio- nal. Vejamos alguns exemplos:

V54(=/5)=0eQ, 14430 e R-Q
V77=7€Q, 3:-V2=/6cR-Q

No entanto, temos alguns resultados que, em parte, “substituem” a
propriedade de fechamento.
Proposicao 1.

a) A soma de um numero racional e um nimero irracional é um
namero irracional.

b) O produto de um nimero racional nao-nulo por um ntmero
irracional € um nimero irracional.

¢ O oposto de um nimero irracional ¢ um ntimero irracional.



Demonstragao.

a) Sejamr eQ e e R — Q; suponhamos que a soma r + [ seja

um numero racional b .
r+d=b=0=b+(r=0=b-r

Como a diferenga entre dois numeros racionais € um numero racio-
nal, da Ultima igualdade concluimos que e@ . Isto contradiz
nossa hipotese de que e R — Q. Essa contradicdo surgiu da
suposiciodeque r+ 0 e@ . Logo, r+ e R-Q.

b) Faga como exercicio (utilizando o mesmo tipo de argumento usa-
doem a).

c) Faga como exercicio.

Observacao 7. Os resultados enunciados na Prop. 1 nos permitem
“produzir” nimeros irracionais. Escolha um ntimero irracional, V5 ,
por exemplo; para cada nimero racional b # 0, teremos os irracio-
nais b++/5 e b-+/5. Isto significa que, para cada niimero irracional
escolhido, podemos construir uma infinidade de outrosirracionais.

Exercicios resolvidos
1) Prove que para todo ntimero inteiro primo positivo p, tem se

que ,/p € um numero irracional.

Resolug¢do. Como um numero real é racional ou irracional e este “ou”
a
é exclusivo, vamos supor que \/B seja racional;entao \/E - E

com a e b inteiros positivos e b = 0 . Podemos também considerar

que% é uma frag&o irredutivel, ou seja, mdc (a, b)=1 (lembre que
todo numero racional pode ser expresso em sua forma irredutivel).
Na igualdade anterior, elevando ambos os membros ao quadrado, ob-

2
temos p = % e, multiplicando por b, teremos  p.b?= a2 (I).

Note que esta Ultima igualdade € uma igualdade deznl]meros inteiros
e dela podemos concluir que p é umdivisorde a“. Como p é um

numero primo e divisor do produto a.a , um teorema de divisibilidade

Teorema: sejam a, b e p
numeros inteiros; se
p|(a-b)epéprimo,
entdop|aoup|b.



nos garante que p € um divisor de a,ou seja, a= p-x,para xeZ.
A igualdade (I) pode entéo ser escrita como:

pb* =(px)’
pb’=p*x’ (propriedade das poténcias em Z)
b’ =px’ (Lei do cancelamento para multiplicacdo em Z)

A ultima igualdade nos mostra que p € um divisor do produto b.b
e, pelo mesmo argumento anterior, concluimos que p € um divi-
sor de b. Logo, teremos b= p.y, para y € Z.Como também temos
a=p-x,concluimos que p € um divisor comumde a e b,e p#1
(pois p € primo). Isto contraria o fato que mdc(a,b) =1 e esta con-
tradicdo foi “produzida” pela nossa suposicao inicial de que \/; era
um numero racional. Desta forma, concluimos que \/; € um numero
irracional.

2) Sejam w e v numeros irracionais. Prove que, se w+v é racio-
nal, entdo w—v é irracional.

Resolugdo. Suponhamos que w—v fosse racional:

w—v=x € Q. Como por hipotese w+v € racional, temos que
(w+v)+(w—v)=2weQ, o que € uma contradicdo, ja que 2 € Q,
weR-Q e, pela Proposicdo 1, temos 2w e R -Q. Logo, w—v €
irracional.

Observacao 8. Vocé viu que a maneira mais eficiente de provar que
um ndmero é irracional é sup6-lo racional e chegar a uma contradi-
¢do. Isso pode ser feito, pois um niimero real é racional ou irracional,
com “ou” exclusivo, isto é:

RAMR-Q)=¢ e RUR-Q)=R

Observacao 9. Voltaremos a falar em ndmeros irracionais quando es-
tudarmos as fung¢des polinomiais e as fungdes trigonométricas.

Exercicios propostos

4) Determine a soma, a diferenca e o produto dos nimeros
Ja +b e Ja—+/b,com a e b nimeros reais positivos.

5) Se x é um numero irracional, mostre que o oposto —x e o in-
verso x~'sdo também ntimeros irracionais.



2.4 Relagao de ordemem R

No inicio deste capitulo mostramos um método de como os ntime-
ros irracionais podem ser aproximados por racionais. No desenvol-
vimento do método, usamos a idéia de colocar os nimeros em uma
reta, ou seja, usamos o “modelo” da reta para expressar o conjun-

to R . Isto significa que a cada nimero real associamos um tnico

ponto da reta e a cada ponto da reta associamos um tinico nimero

real. Este modelo da reta para o conjunto R é largamente utilizado

em todas as séries do Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Mas
0s numeros reais nao estao colocados aleatoriamente sobre a reta: é
preciso definir um ponto que serd associado ao zero e uma unida-
de, que sera o 1, como ja sabemos. A partir disso 0os nimeros reais
podem ser associados aos pontos, seguindo uma certa ordem. Isto
significa que, dados quaisquer dois nimeros reais, sabemos “qual
vem antes”, ou, em linguagem mais adequada, “qual é o menor”.
Ja sabemos como localizar os nimeros racionais na reta; os pontos
que “sobram” apds a identificacdo dos racionais serdo
“preenchidos” pelos irracionais. Assim, os numeros reais estao
dispostos na reta da esquerda para a direita, do menor para o
maior, como acontecia para os outros conjuntos numeéricos. Esta
“ordem” é que vamos estabelecer formalmente agora. Isto sera feito
com um cuidado especial: queremos que esta ordem perma- neca a
mesma que estabelecemos para os nimeros racionais. Para tanto,
vamos tomar como axioma a existéncia de um determinado

subconjunto de R (o conjunto dos niimeros positivos) que goza de

determinadas propriedades em relagdo as operagoes; a partir deste
axioma, definiremos uma relacao de ordem em R : a conhecida re-

lacao “ <” (menor do que ou igual a).

Axioma de Ordem. No conjunto R dos ntimeros reais existe um

subconjunto R,, denominado “conjunto de niimeros positivos”, que
satisfaz:

O1) Se a € R, exatamente uma das trés afirmacoes ocorre:

i) aeR,,ouseja, aépositivo;

i) —a € R, , ou seja, o oposto de a € positivo.



02) A soma e o produto de dois nimeros positivos € um nimero
positivo.

Definicao 1. Um nimero real a € negativo se e somente se —a é
positivo.

Definicao 2. Para a,b € R, definimos:

a) a é estritamente menor do que b, se e somente se b—a € po-
sitivo.

b) a é estritamente maior do que b, se e somente se a—b €é po-
sitivo.

¢) a é menor do que ou igual a b, se e somente se a € estrita-
mente menor do que b ou a éiguala b.

d) a é maior do que ouigual a b, se e somente se a é estritamen-
te maior do que b ou a éiguala b.

Simbolicamente, escrevemos:
* a<b,seesomentese b—aeR,
* a>b,seesomentese a-beR,
e g<b,seesomentese a<b oua=>h

e a>b,seesomentese a>b oua=>h

Observacao 10. A defini¢ao 1 estabelece o que é um nimero ne-
gativo: é aquele cujo oposto € positivo. O axioma de ordem garan-
te que, dado um niimero real a, somente uma das trés afirmagoes
ocorre: a=0; aeR,; —aeR, . Concluimos entdao que, dado um nu-
mero real a, somente uma das trés afirmagdes ocorre: ele é positivo
(aeR,) eleénegativo (—a R, ), ou ele é zero (esta conclusdo ja era
verdadeira para os niimeros racionais).

Observacao 11. Os itens (a) e (c) da definigao 2 estabelecem as co-
nhecidas relacdes “<” e “<”. Os itens (b) e (d) poderiam ter sido
omitidos, uma vez que sao equivalentes aos itens (a) e (c), respecti-
vamente. De modo geral, usaremos as notagdes correspondentes aos
itens (a) e (c). Usando uma outra notagao, podemos escrever os itens
(@) e (c) como:



°* a<b seesomenteseb—-aeR,;

® as<b g e somente se b—a e R, U{0}.

Observacao 12. Como a e b sdao nimeros reais quaisquer, fazendo
a=0 noitem (a) da definicao 2, temos que 0<b, se e somente se
b —-0=b é positivo. Analogamente, fazendo b =0, temos quea <0,
se e somente se 0 — a=—a € positivo, ou seja, a € negativo.

Assim, um numero real X é positivo quando0<x (ou X>0)eum
numero real y é negativo quandoy <0 (ou0>y).

Observacao 13. Dados dois nimeros reais ae b, como b — a é tam-
bém um ntimero real, o axioma de ordem nos garante que exata-
mente uma das afirmacgoes ocorre:

* b—aé positivo, ou seja, a<b ;

* b-a énegativo, ouseja, —(b—a)=a-b épositivo e assim
b<a;

* b-a=0,ouseja, a=b.

Observacao 14. O axioma de ordem O2 nos garante que a soma e
o produto de dois nimeros positivos é positivo, ou seja, se X € R
eyeR,,entiox+yeR,ex-yeR,.Oqueocorre quando Xey
pertencem a R, W{0}? Como R, c R, u{0}, basta considerar a
possibilidade de um dos dois niimeros ser zero (ou ambos). Com

X=0 eyeR,;;entdo x+y=0+y=ye R,cR,U{0}, ou seja,
X +Y € R, U{0}. Em relacdo ao produto, se um dos niameros € zero,
o produto serd zero e teremos: xy =0 € R, U{0}.

Conclusdo: como conseqiiéncia do axioma de ordem O2, temos: se
Xe R, U{0}e ye R, U{0}, etto x+ ye R, U{0}e xy € R, {0}
se X <Y, entao x <y . Isto decorre da seguinte regra logica: se Ae B
sao afirmacoes, entao aafirmacao A= (Aou B) ¢ verdadeira).

Proposicao 2. A relagao < satisfaz as seguintes condigoes:

* ac<a, paratodoniumeroreal a.



* sea<beb<a,entdo a=>b, para quaisquer nimeros reais a
eb.

* sea<bebsc,entdo a<c,para quaisquer nimeros reais a,
bec.

Demonstracao.

i) Devemos mostrar que a—a ¢ positivo ou a—a=0. Como esta
ultima afirmacdo sempre ocorre, podemos concluir que a<a.

i) Hip. a<b e b<a
Tese. a=5b

Dados os numeros reais a e b, pela Obs. 13, exatamente uma das
trés situacoes ocorre:
a<b,b<aoua=b.

Para provarmos que a =5, devemos mostrar que as outras opgoes
nao ocorrem. Vamos supor que ocorra a<b:se a<b,entdo a#b
e b—a ¢ positivo; como por hipotese a—b € positivo ou nulo e
estamos supondo a # b, teremos a—b € b—a =—(a—>b) ambos po-
sitivos, 0 que ndo pode ocorrer pois, pelo axioma de ordem O1, um
numero real € zero, ou € positivo ou seu oposto € positivo e este ou
¢ exclusivo.

Analogamente, ndo pode ocorrer b<a. Assim, sO € possivel que
ocorra a=b.

i) Hip. a<b e b<c, ou seja, b—a ¢ positivo ou nuloe c—b ¢
positivo ou nulo.

Tese. a<c (ou c—aeR, U{0})

Por hipotese, temos que b—a e c—b pertencem ao conjunto
R, U {0}. Pela Obs.12 temos que:

(b—a)+(c=b)=b+(-a)+c+(-b)=
=[b+(-b)]+c+(-a)=0+(c—a)=c—aecR, U{0} ea<c.
]
Observacao 15. Veremos no capitulo sobre Relacoes que as trés con-

di¢des da Proposicao 2 caracterizam uma relagao de ordem em um
conjunto. Assim, a Proposic¢do 2 prova que a relagdo < é uma rela-



¢ao de ordem em R ; a primeira condi¢ao é a propriedade reflexiva
da relacao, a segunda € a anti-simétrica e a terceira € a transitiva.
Além disso, como dois nimeros reais sempre sao comparaveis pela
relacdo <, dizemos que esta ordem ¢é total. A estrutura de corpo e a
ordem total fazem de R um corpo totalmente ordenado.

2.4.1 Propriedades da relacao de ordem

As propriedades a seguir decorrem dos Axiomas de ordem, das de-
finicoes 1 e 2 e das proposicdes 1 e 2. Algumas demonstragdes serdo
deixadas como exercicio. A compreensao destas propriedades sera
essencial no estudo das inequagodes.

Propriedades

POI) Vx,yeR,tem-se x=y oux<y ou y<x.

Demonstracao. Ja feita na Observacao 13.

PO2) Vx,y,zeR,se x<y e y<z,entdo x<z
Esta propriedade ¢ a propriedade transitiva para a relacdo <; a
demonstracédo ¢ analoga a demonstracio da Proposicdo 2 (iii).
PO3) Vx,y,zeR,se x<y e 0<z,entdo xz<yz.

Esta € aja conhecida propriedade “se multiplicarmos ambos
os lados de uma desigualdade (do tipo <) por um nimero
maior do que ou igual a zero, a desigualdade se mantém”.

Demonstracao.
Hip. x<y e 0<z
Tese. xz < yz

Devemos provar que xz<yz, ou seja, devemos provar que
yvz—xzeR_ U{0}.

Por hipotese, temos que y—xeR, U{0} e ze R, U{0}. A Ob-
servacdo 14 (conseqiiéncia do axioma de ordem 02) nos garante
entdo que (y—x).z=yz—xzeR_ U{0}, ouseja, xz<yz.



PO4) Vx,y,zeR,se x<y e z<0,entdo yz<xz

Esta também é uma propriedade conhecida como uma
“regra” se multiplicarmos ambos os lados de uma desi-
gualdade por um nimero negativo, inverte-se o sinal da
desigualdade. Cabe aqui um comentério sobre a expressao
“inverte-se o sinal da desigualdade”, um emprego do verbo
“inverter” em seu significado usual e ndo matematico. Em
matematica estdao definidos somente o inverso de niimeros
e funcoes, nao ha uma defini¢cdo de “inverso de sinal”.

Demonstracao.
Hip. x<y e z<0
Tese. yz <xz

Por hipdtese, temos que y—xe R, U{0} e, como z<0, temos
que —zeR, c R, U{0}. Entdo

(-2)(y—x)eR, cR, U{0} (Obs. 14)
(—2)y—x)=(-2)[y+(=x)] (defini¢ao de subtragio)
(—2)(y—x)=(-2).y+(-2)(-x) (distributiva D)
(—2)(y—x)=zx+[—(2p)] (P11 e A2)
(—z)(y—x)=zx—zy (definicdo de subtragdo)
(—2)(y—x)=xz—yzeR, U{0} (lembre de M2!), ou seja,
yz <xz).
]

PO5) Vx,y,ze R,x<y,seesomentese x+z< y+z.

Demonstracao. Este resultado € conhecido como a “compatibi-
lidade da relagcdo de ordem com a operacdo adicdo” e ja € verda-
deiro para o conjunto Q. Vamos fazer a demonstrag¢do usando
equivaléncias, observando que:

y=—x=p-x)+z+(2)=y+(x)+z+(-2)=
=(y+2)+[-(x+2)]=(y+2)—(x+2).

Assim, y—x e R, U {0}, se esomentese (y+z)—(x+z)eR, U{0}
ouseja, x<y, seesomentese x+z<y+z.



Tarefa
Identifique a propriedade utilizada em cada uma das quatro igual-
dades anteriores.

PO6) Vx,y,a,b,se x<y e a<b,entao x+a<y+b.

O resultado nos diz que, dadas duas desigualdades, se so-
marmos respectivamente os seus membros, a desigualdade
se mantém.

Demonstracao.
Hip. x<y e a<b
Tese. x+a<y+b

Por hipotese, temos que y—xeR, U{0} e b—aeR, U{0}.
Logo,
(y—-x)+(b-a)=y+(—x)+b+(-a)=

=(y+b)—(x+a)eR, U{0} e assim x+a<y+b.

PO7) Vx,y,a,beR,se 0<x<y e 0<a<bh, entaio ax<by.

Demonstracao. Deixamos a demonstracdo como exercicio.

PO8) x<y, seesomentese —y<—x,Vx,yeR.
Demonstracao.
X<y x+(—x)<y+(x) =0 y+(—x) <=

S(E+0(=y)+y+(—x) -y <—x.

PO9) Vx,y e R, tem-se:
a) 0<x ,seesomentese 0<x'
b) x<0,seesomentese x' <0
0 0<x<l=1<x"
d)l<x=0<x"<1
e) D<x<y=y ' <x’

f) x<y<0=y ' <x"



Demonstragdo. Estes resultados sdo importantes e serdo usados
em diversas circunstancias no futuro. Vamos relembrar alguns
comentarios sobre cada um dos itens, que sdo pertinentes
também para os numeros reais, e provar novamente o item (e):

(a) e (b) As afirmacgbes significam que um numero real e seu
inverso ou sdo ambos positivos ou ambos negativos. Observe a
desigualdade estrita: 0 zero ndo tem inverso.

(c) e (d) Também bastante conhecidas, estas propriedades es-
tabelecem que, se um numero positivo € menor do que 1, seu
inverso sera maior do que 1 e se um numero positivo € maior
do que 1, seu inverso sera menor do que 1. Note que se x e
y sdo numeros reaise Xy =1, X e y ndo podem ser ambos
maiores do que 1 nem ambos menores do que 1.

(e) e (f) Estes resultados sdo mais conhecidos como uma “re-

1 1
gra’ na forma : se x <y €ntdo " <_. Observe que nem sem-
y X
. , 1 1
pre isto vale, pois temos -2 <2e <.
-2 2
Faremos novamente a demonstragao de e) e deixamos a demons-
tracéo de f) como exercicio:

Hip. 0 <x<y
Tese. Yy '<Xx*'

Por hipétese, x e y sdo positivos, 0 que significa que seus inver-
sos sao também positivos (parte a). Também por hipotese, temos
x <y .Entao:

X<y
xxt<yxt (PO3, multiplicando ambos
0s membros por X )
yixx <y tyx?t (PO3, multiplicando ambos
0s membros por y*)
yLl<lx! (M4, existéncia do inverso)
yl<x?t (M3, existéncia do elemento

neutro da multiplicagao).



PO10) VX, yeR, temse
X<0 e y>0=xy<0
X<0 e y<0=0<xy

Demonstragdo. Estes resultados séo as conhecidas “regras de si-

nal”. Note que ndo é simplesmente uma “regra”, mas um fato que
decorre dos axiomas, definicdes e propriedades ja estudadas. De-
monstre como exercicio.

POl1l)Paratodone N,n>1, x;, X,,..., X, € R, tem-se:
(X)+ (XY +..+(x)°=0
1 2 n

(x1)2+ (x 22+ .+ (x)’=0,

se e somente se X;=X,=...=X,=0

Demonstragdo. Deixamos como exercicio; os dois resultados se-
réo uteis na resolugédo de inequagoes.

Observacao 16. O conjunto de axiomas e propriedades dos nimeros
reais que acabamos de ver sdo a base para nossos estudos futuros.
A primeira vista pode parecer que estamos “complicando” o que
é muito simples. E nosso objetivo esclarecer a origem de tantas re-
gras que nos apresentaram no ensino basico: regra de sinais para
multiplicar, regra para inverter fra¢des, regras para “multiplicar”
desigualdades, etc. A origem de todas estas “regras” esta nos axio-
mas e defini¢des que acabamos de estudar: as regras sao na verdade
teoremas que podemos demonstrar utilizando os axiomas e as defi-
ni¢oes. Elas nao foram “inventadas”, mas deduzidas a partir de um
conjunto de informacgoes.

Exercicios propostos
6) Demonstre o que foi deixado como exercicio.
7) Dado a € R, prove que:

a) Se 0<a,entdo 0<a",vneN".

) Sea<0,entio0< a” ea®™*<0,vne N".



8) Se a,beR e a<b ,mostre que a’ <b’.

9) Se a,beR, prove que: vVa+b< Ja++/b. Quando ocorre a
igualdade?

2.4.2 Intervalos em R

Alguns subconjuntos do conjunto de ntimeros reais possuem uma
notagdo especial: os intervalos. Listamos a seguir estes subconjuntos
especiais; estaremos considerando a e b numeros reais diferentes
com a<b.

. (a,b)= {x eR/a<x< b}: intervalo aberto de extremos a e b.
o [a,b]={xeR/a<x<b}: intervalo fechado de extremos a e b .

* (a,b]={xeR/a<x<b}: intervalo de extremos a e b (nem
aberto, nem fechado).

o [a,b)={xeR/a<x<b}: intervalo de extremos a e b (nem
aberto, nem fechado).

o (a, oo) = {x eR/a< x}: intervalo aberto, ilimitado superiormente.

¢ [a,0)={xeR/a<x}: intervalo ilimitado superiormente (nem
aberto, nem fechado).

o (—0,b)={xeR/x<b}: intervalo aberto, ilimitado inferior-
mente.

¢ (—0,b]={xeR/x<b}:intervalo ilimitado inferiormente (nem
aberto, nem fechado).

Note que um intervalo é chamado “aberto” quando ndo contém
seus extremos e é chamado “fechado” quando contém seus extre-
mos. Também podemos usar as notagdes (a,b) =]a,b[, (a,b]=]a,b],
[a,b) =[a,B] . E bom ressaltar que os simbolos +w e —co nao repre-
sentam nuimeros. Ao escrevermos x €[a,®), queremos expressar
que x é um numero real maior do que a. Da mesma forma, ao
escrevermos (—,b], declaramos que x é um nimero real menor
do que b.



2.5 Mddulo ou valor absoluto de um
numero real

Utilizando o modelo da reta, o moédulo de um nimero real ¢ a
distancia desse nimero (do ponto associado a este nimero) até a
origem (o ponto associado ao zero).

Definicao 3.Seja ae R ; indicamos por]a) 0 médulo (ou valor abso-

luto) de a, definido por: (
laj=" asea=0

-asea<0

.
3 3

Observacao 16. Vamos destacar alguns detalhes da defini¢ao:

Exemplos: b= 5;

1°) |a| esta definido para todo namero real, pois, pelo axioma de
ordem,a>0,a<0oua=0.

2°) la|20 para todo nimero real a, uma vez que o médulo € o
proprio nimero se ele é positivo ou nulo, e seu oposto se ele é
negativo. Lembre-se que sea <0, entao-a>0.

3%) Vamos lembrar novamente que |a| = Ja? . A raiz quadradade
um numero positivo é sempre um nuamero positivo; por exem-
plo, \/3, /4 sdo ntimeros positivos e —+/3, —+/4 sdo ntimeros
negativos. E comum uma certa confusio em relacio a raiz
quadrada de um niimero originada da resolucao de equagoes;
por exemplo, se X° =4, entdo os valores de X que satisfazema
igualdade sao 2 ou -2 . Ao resolver esta equagao, costuma-se
escrever:

X2 =4=x=+J4 = x=42

O sinal £ é colocado antes do radical justamente porque tanto
X=2como X=-2 sdo tais que X’=4 e resolver uma equacao
significa encontrar todos os valores de x que satisfazem a igual-

dade. Note que /4 =/(~2)’ =f2f2e \/Z=‘\/2_2=|2|=2 .



4°) Considerando os nimeros a e b sobre a reta, o médulo da
diferenca |a —b| significa a distancia (sempre positiva) entre os
pontos a e b.

ja—D|

Essa idéia serd de extrema importancia na disciplina de Célcu-
lo I, no estudo do conceito de limite.

Propriedades do modulo

As propriedades que veremos a seguir desempenham um papel
muito importante nos préximos capitulos, no estudo das inequa-
¢oes. Também serao bastante tteis em disciplinas posteriores. Para
prové-las, usaremos basicamente a defini¢ao; para x € R considera-
mos sempre as duas possibilidades: x>0 e x<0.

1) |x|=0,se e somente se x=0.

Demonstraco. Se x| =0 e por definicdo |x|=x ou |x|=-x, tere-
mos x =0 ou —x =0, o que resulta x =0. Reciprocamente, se x=0,
entdo por defini¢do [x|=0.

2) Para todo xeR, tem-se|x|=|-x|.
Demonstracdo. Consideremos os dois casos:

) se x>0, por definicdo temos que |x|=x. Como —x <0, também
por definicdo temos que

|—x| =—(—x)=x. Logo, |x| = |—x| .

i) se x<0,entdo —x >0 e teremos por definicio:

|x|:—x e |—x| =—x. Assim, |x| :|—x|.

De (i) e (il), |x| =|-x], para todo xeR.



Observacao 17. Esta propriedade nos diz que um nimero e seu
oposto, quando considerados como pontos na reta, sao equidistan-
tes da origem. Este fato ja acontecia com os nimeros inteiros. Tam-
bém nos diz que a distancia entre dois ntimeros reais a e b, quando
considerados como pontos na reta, pode ser expressa como |a —b|ou

como |b—a ,umavez que b—a=—(a-b).

3) —|x|£x£|x

,paratodo xeR.
Demonstracao.

i) para x>0 ,temos |x| = x quesatisfaz x < |x|.Como |x| > 0, —|x| <0
e aplicando a propriedade transitiva (P02) a —|x|<0 e 0<x, te-
remos —|x| < x. Assim, —|x|<x<|x|.

ii) para x <0, temos |x|=—x. Assim, —|x| = x que satisfaz —|x| < x.
Como x<0 e |x|>0, seque que x <|x|, que satisfaz x <|x|. En-
tao, —|x|£x£|x|.

De i) e ii) seque que, para todo x € R, tem-se —|x| SxS|x|.

4) Para todos x,yeR, xy| :|x|-|y|

Demonstracao. Deixamos como exercicio.

5) Para todos x,yeR,

x+y|£|x|+|y|

Demonstracdo. Também conhecida como “desigualdade triangular”,
esta propriedade sera util em diversas circunstancias. Vamos prova-la:

i) para x,yeR, x+y>0: |x+y|=x+y

Pela propriedade 3, temos x <|x| e y<|y| ; somando membro a
membro (PO6), teremos

|x+y|=x+y£|x|+|y|

ii) para x,yeR, x+y<0: |x+y|=—(x+y)=(—x)+(—y)
Pela propriedade 3 temos —|x|<x e —[y|< y, ou seja:
—x<|x| e —y<|y|

Assim, |x+y| =—(x+y)=(x)+(-y) < |x|+|y| '



6) Para todos x,y e R,

x| =l <le=sl <l 4]y

Demonstracao. Deixamos como exercicio.

7) Sejam x € R, a e R, um nimero fixo e |x| <a.Entao —a<x<a.
Demonstracao.
Hip. xeR, aeR, e |x|<a.
Tese. —a<x<a

) para x>0, temos |x|=x<a (por hipotese). Como a>0 (tam-
bém por hipotese), temos —a<0<x<a.logo, —a<x<a.

i) para x<0, temos [x|=—x<a. Entdo -a<x e teremos
—a<x<0<a.logo, —a<x<a.

De i) e i) tem-se —a <x<a, para todo x e R.

Observacao 18. A reciproca da propriedade 7 também é verdadeira:
“Se xeR, aeR, e —a<x<a,entao |x| <a”. Faca a demonstracao
como exercicio.

Tarefa

Mostre que a propriedade 7 continua verdadeira, se substituirmos
< por <.

Observacao 19. Vamos exemplificar a propriedade 7; consideremos
a=3e |x| <3 . Isto significa que a distancia de x até zero é menor
do que 3. Vamos observar na reta:

3 x 0 x 3

Vemos que para qualquer ponto (niimero real) x entre -3 e 3 (ex-
cluindo o 3 e 0 —-3), a distancia de x até zero é menor do que 3. E
se a distancia de x até zero é menor do que 3, entdo x estd entre
-3 e 3. Logo,

x| <3, se e somente se —3 < x <3, ou, em notacdo de
intervalos, x € (-3,3).



8) Sejam xeR, aeR, um numero fixo e |x|>a. Entao
xX>aoux<-—a.

Demonstracao.

Hip. xeR, aeR, e |x|>a

Tese. x>a oux<-—a

) para x>0:|x|=x>a.Por hipotese |x|>a, entio x>a (I).

i) para x<0: [x|=—x>a. Como |x|>a, entdo —x>a, ou seja,
x<—a ().

Lembre-se que para todo xe R temos x>0 ou x<0; entdo (I)
ocorre ou (Il) ocorre. Isto significa que x >a oux<—a.

Observacao 20. Vamos observar a propriedade 8 na reta, fazendo

a=4; |x|>4 significa que a distancia de x até zero é maior do que 4.

X -4 0 4 X
Assim, x deve ser um numero localizado a esquerda de —4 ou a

direita de 4. Em notacao de intervalos, x € (—»,4) U (4,0).

As propriedades 7 e 8 sdo essenciais na resolucao de inequagoes
modulares.

Exercicios propostos
10) Faca as demonstragoes deixadas como exercicio.
11) Dados os subconjuntos de R, A4=(-15], B= {%,\/g} e
C =(3,%), determinar:
a) AUB
b) BuC
¢) ANnB

d) BnC



12) Usando valor absoluto, escreva expressoes para os seguin-
tes subconjuntos de R:

a) o conjunto dos pontos cuja distancia a 1 € menor do que
ouigual a 4.

b) o conjunto dos pontos cuja distancia a -5 ¢ menordoque 2.

¢ o conjunto dos pontos cuja distancia a 6 € maior do que 3 .
13) Descreva os conjuntos do exercicio 11 usando intervalos.

14) Descrevageometricamente asexpressoesaseguir, conside-
rando X € R:

a) |X—ZI]S9
b) |x|>-5
) V+q>1

2
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