2.6 Equacoes e inequacgoes

A resolucdo de equagdes e inequagdes em R decorre das proprie-

dades das operacdes, das propriedades da relacao de ordem e das
propriedades do médulo. Comecaremos com a resolucao de algu-
mas equacdes, especificando as propriedades utilizadas. Passare-
mos depois para a resolucdo das inequacdes. Sugerimos que vocé
leia as préoximas paginas munido de papel e lapis, pois nosso tra-
balho serd bastante pratico; muito do que vamos trabalhar agora
vocé ja conhece do ponto de vista operacional. No entanto, isto ndo
basta. Além de conhecer os procedimentos de resolucdo é preciso
saber o que os justifica. Por que ao mudar um ntimero de membro
ele muda de sinal? Por que passar dividindo? Estas “regras” tao co-
nhecidas estdo ancoradas nas propriedades do conjunto dos ntime-
ros reais, suas operacdes e sua ordem. Nao sdo simples “arranjos”
para achar o valor de X, como dizem nossos alunos. Nao ha nelas
nenhuma maégica.

A experiéncia profissional mostra-nos que nossos alunos, na
maioria das vezes, ficam absolutamente &vidos por métodos
rapidos e precisos, aplicaveis continuamente, para a resolucao de
problemas de matematica. No entanto, o professor precisa sempre
estimular o raciocinio légico da classe, de tal modo que, na
medida do possivel, todo calculo matematico faca algum sentido.

Para aplicar férmulas, podemos recorrer a planilhas eletronicas e
programa-las para que estas mesmas facam os calculos. Vocé pode
resolver qualquer equagdo quadrética sem saber calcular a raiz
quadrada do discriminante (delta). O computador faz isso por
voce.

Além disso, a utilizacdo das equagdes e inequagdes estdo
estreitamente vinculadas a interpretacdo dos problemas que
propomos aos alunos. Neste contexto, a leitura é fundamental
para que a linguagem matematica ajude de fato, a traduzir a
situagdo problema proposta.

Neste primeiro estudo trataremos de equagdes e inequagdes que
envolvem expressdes polinomiais. Seguiremos o “caminhoescolar”



destes assuntos: equacoes do primeiro grau (sexta série), do segun-
do grau, equacdes racionais, equacdes com moédulo, inequagdes do
primeiro grau, inequagdes do segundo grau. Neste momento ndo
vamos abordar equacdes e inequacdes trigonométricas e logaritmi-
cas; elas serdo tratadas mais tarde, quando estudarmos as fungdes
elementares.

2.6.1 Equacoes

Alguns livros do ensino fundamental definem uma equagao como
“uma igualdade entre duas expressoes algébricas”, sem, contudo,
definir o que é uma “expressao algébrica”. As tentativas de definir
as equagoes (e também os polindmios) sem o suporte do conceito
de funcdo variam de geniais a matematicamente incorretas. Opta-
mos por nao definir formalmente, e de modo genérico, o que é uma
equacao. Vamos resolvé-las. Mas o que é resolver uma equagao?

1) Resolugdo de equagoes do tipo ax+b =0, com a e b nime-
ros reais dados, a # 0.

Uma equagdo deste tipo é chamada uma equagao de primeiro
grau. Resolvé-la é encontrar todos os valores de x que satisfa-
cam a igualdade. Sabemos que somente um valor de X satisfaz
esta igualdade, isto é, todos os nimeros reais X que multipli-
cados por a e somados com b resultem zero.

Nomenclatura:

i) Geralmente x é chamado a “incégnita”, termo derivado do
latim que significa desconhecido.

ii) aé chamado o coeficiente de X.

iii) b é chamado o termo independente.

Resolugdo detalhada: cada passo do procedimento da resolugao

estd na coluna da esquerda; na coluna a direita aparece a justifi-

cativa de cada passo.

Para usar uma terminologia
absolutamente precisa
deveriamos chamar estas
equagdes de equacgdes
polinomiais do primeiro
ou do segundo grau, mas
ndo é errado utilizar da
forma como estd. Vocé
observara, que quando

se tratar das fungdes é
obrigatério o uso do termo
polinomial para referir-se
as fungdes polinomiais

do segundo grau, ou
fungdes quadraticas.

Sabemos mesmo?
Vocé sabe?



Procedimento Justificativa

ax+b=0

[ax+b]+(=b)=0+(-b)

ax+|[b+(-b)]|=-b

ax+0=-b
ax=-b

1 1
—ax=—.(-b
aax a( )

Adicionando o mesmo valor aos dois membros, a igualdade se mantém. O
valor adicionado € o oposto de p, que sabemos existir por A4.

A esquerda da igualdade usamos a propriedade associativa da adicio (A1); a
direita usamos o fato de 0 ser o elemento neutro da adicdo (A3).

A esquerda usamos que a soma de um nimero com seu oposto é zero (A4).

Usamos o fato de O ser o elemento neutro da adicao (A3).
Multiplicando os dois membros de uma igualdade por um mesmo nimero, a

igualdade se mantém; podemos multiplicar ambos os membros por l (que é
a

o inverso de a), pois como a ¢ diferente de zero, ele admite inverso (M4).

A esquerda da igualdade usamos que o produto de um numero pelo seu
inverso € 1 (M4), e 1.x =x pois 1 € o elemento neutro da multiplicagdo
(M3). A direita usamos a operacdo de multiplicagcdo de niimeros reais.

Como vocé pode ver, cada passagem tem sua justificativa.

Pode parecer que estamos complicando o que é facil! No en-
tanto, ao explicar a resolucdo para os alunos, é interessante
que eles nao vejam como uma magica de “passa pra 14, passa
pra cd, muda de sinal”; a operacao “passar para” nao existe em
matematica, nem os sinais “mudam” quando se “movimen-
tam” (a propésito, os sinais e 0os nimeros ndo andam como
os animais...). A tentativa de “esclarecer” a resolucao usando
expressoes consideradas “simples” pode ser desastrosa, dando
margem a uma visdo erronea da propria natureza da matema-
tica. Quanto mais o professor conhecer o assunto, mais possi-
bilidades (corretas!) de abordagem ele terd, o que pode resultar
num trabalho mais eficiente. Além disso, o professor terd co-
nhecimentos para identificar falhas, enganos e vantagens nas
diversas abordagens dos livros didaticos.

2) Resolucio de equagdes do tipo ax’ +bx+c =0, com a,b,c ni-
meros reaise a#0.

Uma equagao da forma ax’ +bx+c=0 é chamada uma equa-
¢ao do segundo grau e os niimeros reais a,b e ¢ sdo os coefi-
cientes da equagao.



E claro que vocé ja conhece esta equagio, a famosa equagio de
segundo grau. Note que o coeficiente de x*deve ser diferente
de zero, pois caso contrario teriamos uma equagao de primeiro
grau. As solugoes desta equacao sao chamadas raizes da equa-
¢do e sao determinadas utilizando uma férmula, conhecida,
no Brasil, como férmula de Baskhara (tarefa: pesquise a respei-
to da histéria desta férmula):

_ —b+b* —4dac

2a

X

Mas como esta férmula foi deduzida? Sua deducao utiliza a
idéia de “completar quadrados”. Acompanhe a deducdao com
atencao.

ax’ +bx+c=0

o o . 1
Primeiro multiplicamos a igualdade por —, umavez que a %0,
a

b
obtendo X2 +2x+<=0.
a a

Lembrando que (p+¢)’ =p°+2pq+q° e observando os dois
primeiros termos da igualdade anterior fazemos

2

bY ¢ b
xt— | +———=0
2a a 4a
b\ 4ac—b>
x+— | + —=0
a 4a

Este € um procedimento

de calculo secular e

pode ser trabalhado

com os estudantes ja no
Ensino Médio; alguns
defendem que até mesmo
no Fundamental. O
procedimento permite

que os estudantes ndo se
tornem tdo dependentes da
formula, além de poderem
resolver outros problemas
e a propria equacdo de
segundo grau na forma
canodnica e ndo somente na
forma normal. Procure a
Colecdo Contando a Historia
da Matematica, da Editora
Atica. No volume sobre esse
assunto ha uma discussao
desse método de resolucéo.



Denotamos b2—4acpor A e se A>0, o membro da es-
querda da udltima igualdade pode ser visto como uma di-
ferenca de dois quadrados (Lembre-se do produto notavel

P=¢=(p+9.(p-9):

Assim, nestas condi¢oes temos:

Lembrando as propriedades dos niimeros reais, temos:

b JA b A

xX+——-——-=0 ou x+—+——=0 eentao
2a 2a 2a 2a
—b++/A —b—~A ~ ~ =
= ou X, = que sao as solugoes da equacao.

Observacao 33. Se A <0, ndo existem solugdes reais para a equa-
¢do. Neste caso as solugdes serao niimeros complexos dados por

—b+i,J|A| —b—i\|A|
X =————— ou X, =————

2a 2a

O simbolo i corresponde ao niimero complexo v—1. Vocé estudara
o conjunto dos niimeros complexos com mais detalhes nas discipli-
nas de Algebra.

Observacao 34. Se A=0, teremos duas solugdes reais e iguais,
x1:x§=>:é.
2a

Observacao 35. Pela dedugao da férmula, vimos que podemos cal-
cular as solugdes de uma equagao do 2° grau sem utilizar a férmula,
somente com a idéia de completar quadrados. E claro que algumas
equacdes podem dar um pouco de trabalho. Vejamos como exemplo
a resolugdo de equagao x* —5x+6=0. A direita indicaremos a justi-
ticativa do procedimento:



—S5x=-4x—x; 6=4+2;estamos procu-
¥ —4x+4—x+2=0 rando um quadrado e ¢é “facil" lembrar que

(x—2)2 =x"—4x+4
(x—2)2 —(x—Z): 0 (x—2)2 =2 —4x+4 €a propriedade asso-

ciativa

N\ (x=2)-11=0 | Propriedade distributiva: colocamos (x—2) em
(x )[(x ) ] evidéncia
(x—2).(x—3):O (x—2)—l=x—3

P8: se o produto de dois numeros € zero, um

x—2=0o0u x-3=0 deles é zero.

x=2oux=3

As solugdes da equagdo sao x=2 ou x=3.

Observacao 36. Este processo nos indica que, uma vez encontradas as
solugdes, é possivel expressar a equagéo na forma (x—2).(x-3)=0.
Um exercicio da préxima lista de exercicios generaliza este fato para
as equagoes de segundo grau.

Observacao 37. Os livros didaticos costumam expressar as solugoes
em forma de conjunto, chamado o conjunto solu¢ao da equagao. No
exemplo anterior o conjunto solugao é dado por S ={2,3}.

Equacoes de sequndo grau: resolucao geométrica

Como na equacao de segundo grau a incognita aparece ao quadrado
e a area de um quadrado de lado x é x-x=x’, serd possivel rela-
cionar esta equacio a um problema de area? E possivel encontrar as
solugdes de algumas equagdes de segundo grau construindo qua-
drados convenientes e utilizando a incégnita x (o valor que esta-
mos procurando) como a medida do lado de um quadrado. Assim,
conseguiremos encontrar as solugoes se elas forem positivas, ja que
estamos considerando x uma medida. Como exemplo, vamos en-
contrar geometricamente (sem usar férmula!) as solugdes positivas
de algumas equagoes:

a) ¥’ +8x-9=0



4 2x 4
2x x? 2x
4 2x 4
x> +8x=9
8x =4.2x)

X 48x+44=9+16=25=(x+4)

25 é a drea do quadrado de lado (x+4) e é também a 4rea do
quadrado de lado 5. Logo, x+4=5,0quenosda x=1, a raiz

positiva da equagao.

b) x*=2x-3=0

s

Al

Vs

V||

x*=2x=3 e 2x=4.(%)x.

Foram “tirados” do quadrado quatro retangulos de dimensoes
1 . .
S ex conseqiientemente, foram tirados duas vezes os quatro

quadrados de lado % . A figura em cruz tem drea x* —2x=3.

Para completar o quadrado do meio, acrescentamos os quatro

1 1
pequenos quadrados de lado 5 e teremos: x> —2x+ 4(2) .
De x*—-2x=3,temos (x—1)> =3+1=4=2",

Logo, x—1=2,0quenosda x =3, araiz positiva da equacao.




Observacao 38. Vocé deve ter notado que as duas equagdes resol-
vidas geometricamente eram do tipo ax’ +bx+c=0,com a=1leo
termo independente ¢ < 0 . Pergunta: o processo poderia ser feito
também para equagdes com ¢ >0 ?

2.6.2 Equacgoes racionais

Algumas equagdes necessitam um certo trabalho antes de serem sub-
metidas aos procedimentos de resolucao ja vistos. Nao sao equacoes
de primeiro ou segundo graus, mas sua resolucao depende dos pro-
cedimentos de resolucdo de tais equagdes. Sdo chamadas de equa-
¢Oes racionais, por envolverem fracoes. E importante lembrar que, Vocé conhece uma

em se tratando de uma fracao, é necesséario que seu denominador demonstragdo de que 1 =2?
Pesquise e descubra o

seja diferente de zero; assim, antes de resolver a equagao devemos
porque de essa pergunta

encontrar os valores de X que anulam o denominador e exclui-los. ser feita aqui.
Exemplos:
- 1 2
3) Resolver a equagao =——, X#2e X#5.
X—2 x-5

Vamos resolvé-la.

—l—=—g—,x¢2ex¢5
X—2 X-=5

2
Somando o oposto de temos:
5 ?

_2=O

L
X—-2 x-5
Reduzindo ao mesmo denominador (fragdes equivalentes),
1.(x=5)-2.(x-2)
(x=2).(x-5)

A fracdo serd igual a zero quando o numerador for igual a zero. Logo,

basta resolver X—5-2x+4=0, ouseja, -X =1, queresulta x=-1.
Antes de dar a resposta, devemos verificar se o valor encontrado é
diferente de 2 e diferente de 5, valores “proibidos” por tornarem

zero o denominador. Como isto acontece, a solugaoé x=-1, isto €,

S={-1}.



1 1
2) Resolver a equacao - -
) quac X =5x+6 x-2

Inicialmente devemos verificar os valores de x que anulam os deno-
minadores, para que possamos exclui-los da solucao:

(i) x*=5x+6=0 quando x=2 ou x=3

(i) x=2=0 quando x=2

Logo, devemos ter x #2 e x # 3.

Escrevendo x> —5x+6=(x—2)-(x—3), decorrente da Observacio

30, temos
1 1

—_ =0
(x-2)-(x-3) x-2
Reduzindo ao mesmo denominador,

I-(x-3)

(x=2)-(x=3)
Novamente, uma fracdo € igual a zero quando seu numerador €

Zero:
1-(x-3)=0

l1-x+3=0,0useja, x=4

Como 4#2 e 4#3, temos S ={4}.

Exercicios propostos

29) Resolva as equagoes:

b) : 1 B 1 o
x —=T7x-8 x-2

Resp. § = {4—\/5,4+\/Z}

30) Mostre que é tnica a solu¢ao da equagao ax+b=0,com a e

b numeros reaise a #0.



31) Se um numero real k£ é solu¢cdo de ambas as equacgdes
ax+b=0e cx+d=0,com a#0 e c#0, qual a relagao en-
tre os coeficientes a,b,c e d?

32) Considere a equacao de segundo grau ax’ +bx+c=0,a=0.

., —b -
Mostre que asoma das solugoes é — e o produto das solugoes
a
. C
é —.
a

33) Considere a equagao ax>+bx+c=0,com a,b e c nimeros

inteiros e a # 0. Mostre que: se o niimero racional — é solu-

~ ~ < v
¢ao da equagao, entao u|c e v|a .

34) Mostre que todo ntimero racional % com aeZ e beZ é

solucdo de uma equacdo de primeiro grau com coeficientes
inteiros.

35) Use o exercicio 32 para encontrar uma equagao de segun-

~ 1 <
do grau que tenha solugbes u=-8 e v= 5 Esta equacao é
Unica?

36) Se u e v sdo solucdes da equagdo ax’ +bx +c =0, mostre
que ax’ +bx+c=a(x—u)-(x—v).

2.7.3 Inequacoes

Para resolver inequagdes, usaremos principalmente as proprie-
dades da relacao de ordem em R . Faremos inicialmente as ine-
quacgoes de primeiro grau, em seguida as inequacoes de segundo
grau e por fim as inequagdes envolvendo médulo. Para estas ul-
timas usaremos também as propriedades do médulo. A melhor
maneira de aprender a resolver inequagdes é por meio de exem-
plos; é claro que nao podemos fazer todos os exemplos possiveis!
No entanto, selecionamos alguns mais significativos, cujas estra-
tégias sdo mais gerais. Resolver uma inequacao é encontrar todos
os valores de x que satisfagam uma desigualdade; ndo podemos
esquecer que isto é diferente de encontrar valores que satisfacam
uma igualdade.

Aconselhamos que vocé
leia este topico acompa-
nhado de papel e lapis.



Exemplos:
1) Resolver a inequagao 3x—5>2

Faremos a resolucgao detalhada, indicando a propriedade usada em
cada passo do procedimento; a coluna da esquerda € a resolucéo e
a da direita € a propriedade usada naquele passo.

Procedimento Justificativa

3x-5>2

Dor s Somamos +5 (o oposto de —5) aos dois lados da desi-
gualdade (PO5)

1 1 Multiplicamos ambos os lados por l (o inverso de 3);
—3x>=.7 _ : o3 o
3 3 a desigualdade ndo se altera pois o numero € positivo.
(PO3)
x> E Efetuamos a multiplicacdo

A solucao da inequacdo sera entdo o conjunto de todos os valores

. : 7 .
de x que sdo maiores do que 3 Podemos escrever este conjunto
de duas maneiras:

i) em forma de intervalo: S = :|Z,+oo|: ou

ii) S:{xeR/x>l}
3
Sempre que possivel, usaremos a forma de intervalos.

2) Resolver a inequagao J7-5x>8

Especifique ao lado as propriedades utilizadas:

J7-5x>38
—5x>8-+/7
5x<7-8
J7-8

5

x<



3) Resolver a inequagao 2x+3<5x+1
Especifique ao lado as propriedades utilizadas:
2x+3<5x+1

2x—5x£1+(—3)

N
2

xX=—
3

)
3

Observacao 39. Como vocé deve ter percebido, nos dois exemplos
foram utilizadas as propriedades PO3 e PO5; no exemplo 3 tam-
bém foi utilizada a PO4. Veja outra maneira de resolver, utilizan-
do a adicao e a lei do cancelamento:

2x+3<5x+1
2x+2+1<2x+3x+1
2<3x

Exemplos:

4) Resolver a inequagao (x—3)-(x+1)>0

Podemos observar aqui que os valores procurados (os valores de x)
devem ser tais que o produto (x—3)-(x+1) resulte maior do que
zero, ou seja, positivo. Quando um produto de dois numeros reais €
positivo? Uma propriedade nos diz que um produto de dois nimeros
reais € positivo quando 0s numeros sao ambos positivos ou ambos
negativos. Vamos analisar as duas possibilidades:

i) (x=3)>0e (x+1)>0,istoé, x>3 e x>-1.

Analisando as duas desigualdades acima, vemos que x >3 e x> —1,
simultaneamente (note o conectivo e); isto significa que devemos



fazer a interseccdo dos dois conjuntos, 4, =]3,+00[ € 4, =(—1,40).
Veja na reta:

x>3;4, =13, +0o]

e x> -1 4, = ]-1, +oo]

x>3;4=4, N A, =13, +0[ N ]-1, +oo[ = 3, +oo[

Figura 2.1

Esta primeira possibilidade nos deu um primeiro conjunto,

A =13,+o0[.
Vamos analisar agora a outra possibilidade:

i) x—-3<0e x+1<0,istoé, x<3 e x<—1I.

Analogamente ao que foi feito na possibilidade (i), fazemos:

x<3; B, =1]-,3[

x<—1; B, =]—0, —1[

x<-1;B=BNB,=]-0,3[ N ]-o0, —1[ = |-, ~1]
Figura 2.2

A segunda possibilidade nos deu o conjunto:

B =]—o0,—1[.

Assim, os valores de x que satisfazem a desigualdade dada de-
vem satisfazer (i) ou (ii), ou seja, serdo os elementos de A,
ou os elementos de B ; isto significa que, para expressar o con-
junto de todos os possiveis valores de x que satisfazem a desi-
gualdade (isto ¢, o conjunto solugdo), devemos fazer a unido des-
tes dois conjuntos: S =AU B. Assim, a solu¢do da inequacao é:
S =]—o00,—-1[U]3, 400 .



Generalizagao: O exemplo 4 nos sugere uma generaliza¢do para
resolugdo de inequagdes do tipo (x—u)(x—v)>0, com u #v: sa-
bemos que no membro da esquerda os nimeros « e v sao raizes
de uma equacao de segundo grau e estdo diretamente ligados a
solucdo da inequagao. No exemplo 4: para u=-1, v=3 e v>u,
temos que a solugao da inequagao é § =]—oo,-1[U]3,+oo[ , isto €, 0s
valores a esquerda de -1 (x <—1) ou a direita de 3 (x >3). Pode-
mos entdo generalizar: a solucdo de (x—u)(x—v)>0 para v>u
é o conjunto § =]—oo,u[U]v,+oo[. No caso de (x—u)(x—v)=0, os
intervalos serdo fechadosem u e v: S =]—oo,u]U[v,+o .

5) Resolver a inequagdo 2x’ +3x+3<3

Aidéia aqui € aproveitarmos a estratégia do exemplo anterior, para
melhorar um pouco uma inequacéo envolvendo x”:

2% +3x+3<34(=3)
2x2+3x+3+(—3)S3+(—3)
2x2 +3x<0

Escrevendo o membro da esquerda como produto (propriedade
distributiva), temos x(2x+3)<0.

Voltamos assim as consideragdes do exemplo anterior: quan-
do um produto de ntimeros reais é menor do que ou igual a
zero, ou seja, quando ele é negativo ou nulo? Quando tiver-
mos um fator positivo (ou nulo) e outro negativo (ou nulo).
Vamos estudar os dois possiveis casos:

1) x>0 e 2x+3<0,o0useja, x>0 e xs—%.

Vejamos agora, com o auxilio da reta, quais valores de x satisfa-
zem simultaneamente estas condicoes:

e

| we
o
)

Figura 2.3

Pergunta: qual ¢
esta equacdo?



Como vocé pode observar, ndo ha valores reais satisfazendo ambas as
condicoes. Logo, para este primeiro caso, o conjunto-solucio sera o
conjunto vazio: S, = .

i) x<0 e 2x+32>0,0useja, x<0 e xz—%.

Observando na reta:

)
=
IA
)

N |we
o

(SYRORE

Figura 2.4

O conjunto-solucao da inequacdo sera entdo a unido dos conjuntos
obtidos em cada caso. Como no primeiro caso o conjunto € vazio, a

solugdo sera S = {—%,0}.

Generalizacao: O exemplo 5 nos permite generalizar a resolucao
de inequagdes do tipo(x—u)(x—v)<0, para u=v. Para as raizes

u =—% e v=0, a solu¢do da inequacdo (x—0)(2x+3)<0 é o con-

. 3 . , ~ “ 77
junto S= [—5,0}, isto é, os valores de x que estao “entre” u e v,

com u <v. Assim, a solu¢do da inequagdo do tipo (x—u)(x—v)<0
para u <v serd o conjunto S =Ju,[. No caso de (x—u)(x-v)<0, a
solugdo serd o intervalo S =[u,v].

Observacao 40. As generalizacdes dos exemplos 4 e 5 nos serdo tteis
para resolver outros tipos de inequagdes e para o estudo da fungao
quadrética. Lembre-se que nao hd como “padronizar” solugdes de
todas as possiveis inequagoes; teremos que utilizar as propriedades
para sermos capazes de resolver qualquer tipo de inequagao, mes-
mo que nao tenha sido resolvido antes! Inequagdes do tipo

ax*+bx+c>0, ax> +bx+c¢>0, ax> +bx+c <0, ax> +bx+c<0,



podem ser “transformadas” fatorando o trinémio
ax’* +bx+c=a(x—u)-(x—-v),

com u e v raizes da equagdo ax’+bx+c=0. As possiveis solugdes

sao:
(x—u)(x—v)ZO, u<v S =]—o0,u]U[v,+o0[
(x—u)(x—v)> 0, u<v S =]—o0,u[ U]y, +o0]
(x—u)(x—v)SO, u<v S =[u,v]
(x—u)(x—v)<0, u<v S =lu,v[

Pergunta: Em nosso resumo, por que ndo aparece o niimero a, da
fatoracdo ax’ +bx+c=a(x—u)-(x—v)?

Exemplos:

x<2

6) Resolver a inequacao
) quac 4x+1

Somos tentados a multiplicar a expressao “em cruz”, a fim de obter
uma inequacao ja conhecida. No entanto, “multiplicar em cruz" signi-
fica formalmente multiplicar ambos os membros da desigualdade por
4x+1, mas devemos lembrar as propriedades da relacdo de ordem
(PO3 e PO4): quando multiplicamos ambos os membros de uma desi-
gualdade por um numero positivo, a desigualdade se mantém. Mas se
0 numero ¢ negativo, a desigualdade se altera. Como nao sabemos se
4x+1¢é positivo ou negativo (depende do valor de x), ndo podemos
multiplicar os membros da desigualdade e conserva-la. Nosso proce-
dimento sera outro. Veja:

7=2x <2 somando (—2) aos dois membros, obtemos
4x+1
7—-2x
+(—2)<2+(-2
4x+1 ( ) ( )
7-2x

-2<0

4x+1



Reduzindo ao mesmo denominador:

(7—2)6)—2(4x+1)<O
4dx+1

—-10x+5
— <
4x+1

0

Quando um quociente ¢ menor do que zero, ou seja, € negativo?
Quando numerador e denominador tém sinais opostos. Estudemos os

dois casos:
. . , 1 1
i) —10x+5>0 e 4x+1<0,isto é, x<§ ex<—Z
Na reta:
t x<_;A1:]_OO’_[
0 1
o : 2 x<——;A2=]—oo,—l[
LS B |
4 .
: , X<——3A=A,NA,=]-0——
L0 !
4
Figura 2.5

Logo, o estudo do primeiro caso nos forneceu o conjunto:
A= —oo,—l .
4

i) —=10x+5<0 e 4x+1>0,isto é, x>% e x>—l.

4
Na reta:
1 1
N —'B = —_—
(,) T x>2, . ]2,+oo[
)
) 1 1
= x> B, =1-—, +oo]
10 v
4 I I
: o, x>§;B=BlﬂBz=]§’+°o[
0 1
2

Figura 2.6



7) Resolver a inequagao —— >

Logo, o estudo do segundo caso nos forneceu o conjunto:

<B=}13+w[.
2

Como pode ocorrer (i) ou (ii), os valores de x do conjunto 4 ou
os do conjunto B satisfazem a desigualdade. Isto nos sugere que o
conjunto-solucdo da inequacdo € a unido dos conjuntos 4 e B:

S :AUBj|—OO,—l|:Uj|l,+OO[.
4 2

1 3

x+1 x-2

Inicialmente devemos ter x #—1 e x # 2. Continue resistindo a ten-
tacdo de "multiplicar em cruz": este procedimento nao funciona com
inequacoes! Observe a resolucdo:

1 3
—_—> somando {—(
2

ﬂ nos dois membros, obtemos

x+1 x- x—2
o3
x+1 x-2

Reduzindo ao mesmo denominador:

(x—2)—3(x+1)>0

(x+1)(x-2)

x—2-3x-3
(x+l)(x—2)_0

-2x-5 S
GD)=2)

Quando um quociente de numeros reais ¢ maior do que ou igual a
zero? Quando numerador e denominador sdo ambos positivos ou sao
ambos negativos. Além disso, o numerador pode ser nulo (o denomi-
nador ndo pode!). Note também que ndo é conveniente realizar as
operacdes do denominador. Vamos analisar os dois casos, como no
exemplo 4:



) 2x-5>20e (x+1)-(x—-2)>0
A solucdo da primeira inequacao éxS—%, ouB:}—w,—g}; pela
Obs. 40, a solucdo da inequacdo (x+1)-(x—2)>0 € o conjunto

A =]—00,—-1[U]2, 4.

Assim, os valores de x que satisfazem simultaneamente as duas ine-
quacoes estdo na interseccio dos conjuntos 4 e B. Veja na reta:

pﬂ t E A = ]—OO, _1[ U ]27 +OO[
f 10 2

_ 5

= , B=n—2]

_5: 0

2

— S =ANB=]-0-2]
5 0 2
2

Figura 2.7

Vamos analisar o sequndo caso.

i) 2x-5<0e (x+1)-(x—=2)>0

Analogo ao que foi feito para (i), a solu¢do da primeira inequacgdo ¢

Pela Obs. 40 a solucfo da inequacdo (x+1)(x—2)<0¢ 4=]-12[.

Analisando o conjunto dos valores de x que satisfazem simultanea-
mente as condicoes, temos:

ST o 4=1-1,2[

I 0 2

; | B=[-2, +oo]
—® : t - 9
50 2

2
S S S,=ANB=1-1,2]
-1 0 2

Figura 2.8



. ) 5 .
0 caso (i) nos forneceu o conjunto S, :}oo,a} e o caso (i) nos

forneceu o conjunto S, =]—1,2[. Entdo concluimos que o conjunto-
solugdo da inequacio serd S =S, U S, = }—w,—g{u]—lﬂ[. Observe

que os valores “proibidos” x =—1 e x=2 ndo pertencem ao conjun-
to solucéo.
8) Resolver a inequacao: |x + 2| <4

Temos agora uma inequacdo que envolve modulo. De acordo com a
idéia geomeétrica do modulo, procuramos os pontos x cuja distancia
até —2 € menor do que 4 ou seja, os valores de x que satisfazem
simultaneamente as inequacoes x+2<4 e x+2>-4. A PM6 nos
informa que: “Se xeR, aeR, ¢ |x|<a, entdo —a <x<a". Como
x+2eRe4eR, , podemosconcluirque -4 < x+2 < 4.Temos aqui
duas escolhas: podemos resolver diretamente, usando as proprieda-
des da relacdo de ordem, ou podemos resolver as duas inequacoes
separadamente e fazer a interseccao das solugdes parciais.

Primeiro modo:
—-4<x+2<4 somando (-2) em todos os membros, temos
(-4)+(2)<x+2+(-2)<4+(-2)
—-6<x<2

Logo, a solugdo ¢ S =]-6,2[.

Segundo modo:

Separando em duas inequacoes:

a) -4 <x+2, de onde obtemos x >—6, ou S, =]—6,+[ €

b) x+2<4,de onde obtemos x<2,0u S, =]-6,2[.

A solucdo sera a interseccdo S=S5,nNS,=]-6,2[.

9) Resolver a inequagao |3x+1| >1
Também neste caso temos uma propriedade que nos auxilia, a PM7:

“SexeR,aeR, e |x|>a,ent§o x>a ou x<—-a"



Como (3x+1)eR, 1eR, e [3x+1|>1, concluimos que 3x+1>1
ou 3x+1<—1.S4o0 estes os dois casos que vamos analisar:

a) 3x+1>1 tem como solucdo B =]0,+o] .

3
A solucdo € a unido das solucdes parciais, porque neste caso estamos
procurando os valores de x que satisfazem pelo menos uma das duas
inequacoes: 3x+1>1 ou 3x+1<—1. Portanto a solucdo da inequa-

b) 3x+1< -1 tem solucgdo A:}—oo,—z[.

céo é: S=AuB:}—oo,—§[u]O,+oo[.

Observacao 41. Nos exemplos 8 e 9 aprendemos como resolver ine-
quagdes do tipo |E|>K e |E|<K, quando E é uma expressdo do
tipo ax+b e K é um namero real positivo. No caso da expressao
quadratica ax® +bx +c, o procedimento é analogo:

1°) para |ax2 +bx+c| <k, utilizamos a PM6 e fazemos
—k < ax® +bx+c<k. Neste caso temos que resolver as duas
inequacdes, —k <ax’ +bx+c e ax’ +bx+c<k; ndo podemos
resolver diretamente. Para cada inequagdo, aplicamos o resu-
mo da Obs. 40 e sua solucao sera a interseccao das solucoes
parciais.

2°)  para |ax2 +bx+c|>k utilizamos a PM7 e fazemos
ax’ +bx+c>k ouax’ +bx+c<—k.

Também utilizamos a Obs. 40 e a solu¢do da inequagdo serd a unidao
das solugdes parciais.

Exemplo:
10) Resolver a inequagéo |x2 +x— 2| < %

1 1 .
Pela Obs. 41 fazemos —5 <x’4+x-2< 5 e resolvemos as duas ine-
quacgoes.

i) —l<x2+x—2 ou x2+x—2>—%

2x*+2x—4+1
> >

x2+x—2+%>0 = 0



Como 2>0, temos 2x> +2x—3>0 (veja exemplo 7).
As raizes da equacido 2x° +2x—-3=0 sio

~1-+/7 —1+4/7

cv=

2 2

u=

pela Obs. 40, a solucgdo parcial €

S —}—oo _l_ﬁ{ u}_1+ﬁ +oo{
1= 5 ) .

2

i) x2+x—2<l
2

x2+x—2—l<0
2

2x>+2x-5<0  (veja exemplo 6)
As raizes da equacio 2x° +2x—5=0 sio
~1-411 ~1+4/11
u == e v:—2 ;

a solucdo parcial €
e |
I

A solucéo da inequacdo sera a interseccao das solucdes parciais; para
melhor visualizacdo na reta chamaremos

17 1447 b_—l—\/ﬁ b_—1+\/ﬁ

Ty Ty T 2T,
= § J : S,
T, b, %
=, ‘ 5 S=SNs,
bl al aZ b2
Figura 2.9
S8 S, J—l—\/ﬁ’—1—\/7[U1—1+\/7’—1+\/ﬁ[_

I |



Tarefa

.. 1
Resolva como exercicio: |x2 +2x— 8| > E .

Resposta:
S = _OO’—I—M[U—'—I—\/Z’—1+@[U—|—l+m’+w
3 || 3 3|7 ] 3
Exemplos:

11) Resolver a inequagao |x+4|<|2x—6|
Para resolver esta inequacao, utilizamos inicialmente a definicdo de

modulo:

Seja a € R ; indicamos por |a|o mddulo (ou valor absoluto) de a,

definido por:
asea=0
=4

-asea>0

Como x+4 e 2x—6 sdo numeros reais, podemos escrever:

x+4 se x+4=>0
|x+4|=
—(x+4) se x+4<0

2x—6 se2x—-62>0
2x-6|=
—(2x-6)se 2x-6<0

Ou ainda:

x+4 se x=>-4
|x+4|=
—x—4 se x<-4

|2 6| 2x—6 sex=>3
x—6|=
—2x+6sex<3

Observe que temos dois valores que sdo decisivos em nossa anali-
se: x=—4 e x=23; vamos chamar estes valores de "marcadores". A
medida que x percorre a reta e passa pelos marcadores, obtemos as
solucdes parciais de nossa inequacdo. Para ilustrar este fato, vamos
coloca-lo em um quadro; a reta superior representa a reta e cada
coluna, a partir da segunda, representa um intervalo entre os mar-
cadores:



X x<—4 -4§ —4<x<3 3 3<x

25— 6] 2x+6 2x+6 2x-6
|x+4| —x—4 x+4 x+4
i © x+4<-2x+6
x-4[<Ppx-6] 1 —x-4<-2x+6 | ) L x+4<2x-6
(resolugio) x<10 XSE x>10
. . : : 2 :
Solucéo parcial ; x<—-4ex<10 ; —4£x<3ex£§ : x>3ex>10
: : : 2 :
Conjunto 5 ]—o0,—4[ 5 [—4,5] : [10,+oo[

Nas duas primeiras linhas temos a situacdo de [2x—6| e |[x+4] em
relacdo aos marcadores.

Na 22 coluna, quando x <—4, temos
|2x—6|=—2x+6 ¢ |x+4|=—x—4,

resultando na inequagdo —x—4 <—-2x+6, cuja solucdo € ]—oo,—4[,
dentro do intervalo considerado.

Na 32 coluna, para —4 < x <3, temos
2x—6|=-2x+6¢ |[x+4/=x+4;

, A . 2 .
a inequacgdo € x+4<-2x+6 e sua solucdo ¢ [—4,5 no intervalo
considerado.

Na 42 coluna, para x >3, |2x—6|=2x—6 € |x+4|=x+4;a inequa-
€d0 € x+4<2x—6 e sua solucdo € [10,+oo[ , no intervalo conside-
rado.

A solucdo da inequacdo sera a unidao dos conjuntos obtidos como
solucdes parciais, pois para todo numero real x tem-se x<-—4,
—-4<x<3o0ux=>3:

S =]-oo, —4[\{—4,%} U[10,+oo[= }—oo,%} U[10,+oo[ .



12) Resolver a inequagdo 5 < |x - 2| <10

Para resolver, podemos separar em duas inequacoes: 5<|x—2| e
|x—2|<10. Note que estamos procurando valores de x que satis-
facam a ambas, ao mesmo tempo. Geometricamente, buscamos 0s
pontos x cuja distancia a 2 esta entre 5 e 10. Vamos resolvé-las:

) 5<|x-2

Como no exemplo 9, fazemos x—2>5 ou x—2<-5.

®* De x—2>5,temos x>7 e o conjunto-solucdo € B =]7,+o[ .

* Dex—-2<-5,temosx < -3 e o conjunto-solucdo ¢ 4 =]—o0,-3[.

A solugdo de 5 <|x—2|¢ portanto,S, = 4 U B =]—o0,-3[U]7,+od[.

i) |x—2|<10

Como no exemplo 8, podemos fazer —10 < x—2<10. Somando 2 a
ambos os termos, obtemos -8 < x <12. A solucdo ¢ S, =]-8,12[.

Como os valores de x devem satisfazer (i) e (ii) simultaneamente,
devemos fazer a interseccdo das solucdes parciais. A solugdo €:

§=8,US8, = (1-0,-3[U]7,+%0[ )] -8,12[=] -8, -3[L]7,12].

Exercicios propostos

Resolver as inequagoes:

6x—4 4x-1
<

37
) 5 3

Resp. S:}—Zﬁoo{
2
38) 2x=5<x-1<3x+2
Resp. S=[—%,4}

39) (5x-2)-(2x—8)> 0

Resp. § = :l—oo,%[ U4, +oo]



40) 3X—5S0
2x+1

5
2x—1

41y % <
x+1

Resp. S = [—7,—l[u:|%,+oo|:

42) |6—2x| <1000

Resp. §=]-497,503]

43) 19— 2x| = 4]

46) |x2+3x+3|S5

—-3-17 —3+\/ﬁ}

Resp. S =
P { 2 2

47) |x|+3x =2 <|2x +1]

3
Resp. S = |-00,—
esp }ooz}



2.6.4 Equacoes irracionais

Equagdes irracionais sdo aquelas que envolvem radicais. O procedi-
mento de resolugdo pode variar, mas, de modo geral, nos interes-
sa chegar a uma equacao conhecida, de primeiro ou segundo grau.
Também devemos observar as limitagdes do radicando quando o in-
dice é par, uma vez que ¥a é um ntimero real se e somente se a>0 .
Esta condicdo nos leva as inequacdes. Faremos alguns exemplos e
discutiremos certos detalhes interessantes de inequagdes deste tipo.

Exemplos:

17)Resolver a equagdo X —1= +/x+11

Observe que, para resolver a equagdo, o primeiro passo é “elevar os
dois membros ao quadrado”, a fim de eliminarmos o radical. No en-
tanto, este procedimento de “elevar ao quadrado” ndo nos dd uma
equacao equivalente a original. Até agora, todos os nossos procedi-
mentos de resolucdo resultaram em equacdes equivalentes, ou seja,
se fizéssemos o processo inverso, chegariamos a equacgdo original
(confira na resolugdo de primeiro grau). Note que: se a=Db, entdo
a’=Db?, mas a reciproca deste fato no é verdadeira. Basta obser-
var que (—2)°=4=2?,mas —2# 2. Por este motivo, ao elevarmos
ao quadrado os dois membros, “perdemos” a equacgao original; este
fato pode nos levar a solugdes “fantasmas”, ou seja, valores que nao
sdo solugdes da equacao original. Para evitar isto, basta observar um
detalhe: na equacgdo aparece a raiz quadrada positiva de um niamero
(veja Obs. 15). Entdo, para valer a igualdade, o nimero a esquerda
tem que ser positivo (é claro que podemos incluir o zero). Assim, além
da condi¢do a>0 para \/5, devemos acrescentar mais uma condi-
¢do (ou restricdo) a equacao. Vamos agora resolvé-la:

Condigoes: x+1>11e x—-1>0,istoé, x>-11e x>1
X —1=~/x+11

(x -1)°= (Vx +11y

X —2x +1 =x+11

X —2Xx—x+1-11=0

X —3x—10=0; as solucdes sio Xx=5e x=-2.



x =5 e x=-2 satisfazem a condicdo x>-11, mas x=-2 ndo sa-
tisfaz a segunda condicdo x>1. Assim, x=-2 ndo € solucdo € a
equacao tem uma unica solu¢do x =5; o conjunto solucdo ¢ S = {5}.

2) Resolver a equagao ‘/1—1 =J1-x,x#0
x

As condicdes iniciais sdo 1—l >0el-x>0. Resolvendo as inequa-
X

coes 1—120 el—-x2>0, teremos a solucdo K =]—o0,1], 0 que sig-
X

nifica que os valores encontrados devem pertencer ao conjunto K
(Faca os detalhes desta resolucéo).

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

l—lzl—x
x
1

—— =X
x

1

—=X

x

x> =1; logo, as solugdes possiveis sdo x = 1 ou x = —1.

Como as solugdes sdo x =1 e x=—1 e ambas satisfazem as condicoes
iniciais, ou seja, pertencem ao conjunto K =]—o0,1], 0 conjunto solu-
¢do da equagdo ¢ S={-1,1}.

3) Resolver a equagdo 5++/1+5x =3 .

As condicoes iniciais sdo 1+5x>0e 5++/1+5x >0. Resolvendo a

inequacdo 1+5x >0, encontramos o conjunto }E’Jroo[. Para va-

lores de x neste conjunto a expressdo 5++/1+5x € sempre positi-
va. Portanto os valores encontrados devem pertencer ao conjunto

5
Elevando ambos os membros da equacio dada ao quadrado:

5+4/1+5x =9 +(-5)
V1+5x =4



Observe que nos dois membros 0s numeros sao positivos € 1+5x >0
ja foi considerado. Devemos estar sempre atentos!

Elevando novamente ao quadrado:
1+5x=16
5x = 15; logo, a solucdo possivel € x = 3.

Como 3e K, x=3 ésolucdoe S ={3}.

Exercicios propostos

Resolva as equacoes:

48) 24/5x—1=33x-2
49) \5x—6=2+/5x-3

50) NJa+x++b+x ,a e b nimeros reais.
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