Capitulo 7

Polinémios

Seja K =R ou C. Um polindémio p na incognita = e com coeficientes em
K (simbolicamente, p € K[z]) é¢ uma expressao da forma

n
P(T) = @nz™ + A1z .. @z ag = Z a;z’, (7.1)
i=0
em que os coeficientes a,,...,ay € K, a, # 0 e n € N. O numero natural

n é chamado de grau do polinémio p, e escreve-se gr(p) = n. O termo ag
¢ denominado termo constante de p.

Observacao 10. Os termos polinémio e funcao polinomial serao considerados
como sinénimos e utilizados sem distingao no decorrer deste texto.

Uma funcao polinomial de grau 0 é uma fung¢ao constante; uma funcao polino-
mial de grau 1 é uma fungao linear (ou, fun¢ao afim); uma fun¢do polinomial de
grau 2 é uma funcao quadréatica.

Por simplicidade, a partir de agora iremos considerar nossos polindémios sobre
R, porém esta teoria pode ser estendida sem muita dificuldade para o corpo dos
nameros complexos.

Definigao 7.0.1. Dados um niimero real k e o polinomio p(x) = a,z"+a,_ 12" 1+
...+ a1x 4+ ag, chama-se valor numérico de p em k ao valor:

p(k) = ankn + an—lkn_l + ...+ (llk +ag . (72)

Exemplo 7.0.1. Por exemplo, se considerarmos o polinémio p(x) = x?+ 7z + 10,
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temos os sequintes valores numéricos para p:

p(=6) = (=6)*+7(—6)+10 =

p(=5) = (=5)?+7(=5)+10=0

p(—4) = (4 +7(-4)+10= -2

p(=2) = (=22 +7(-2)+10 =
p(0) 0 +7-0+10=10

Defini¢ao 7.0.2. Em particular, se k é um nimero real tal que p(k) =0, dizemos
que k € uma raiz ou um zero de p.

Exemplo 7.0.2. Portanto no exemplo anterior temos que ky = —5 e ko = —2 sao
raizes do polinomio p(x) = 2% + 7z + 10.

Defini¢ao 7.0.3. O polinémio nulo (ou identicamente nulo) é um polinémio da
forma p(x) = 02" +02" 4. . .+0x+0, ou simplesmente, p(x) = 0. Por convengao,
o grau deste polindomio serd indefinido.

Teorema 7.0.1. Sejam p e q dois polindomios em K, dados por:

n

p(2) = anz™ + ap12" . Fax +ag = Z a;x’ (7.3)
=0
=0
temos que p = q < a; = b;, para todo i € {0,1,2,--- ,n}.

Demonstracao: Para todo x € R, temos:

n

a;=b < a;—b =0 (a; — b)r' =0 < Z(ai —b)r'=0s (7.5)
=0
Z a;r" — Z bir' =0& Z a;x’ = Z bir' < p(z) = q(z) (7.6)
i=0 =0 i=0 i=0
]

Este Teorema mostra que, quando escrevemos um polinémio p na forma
P(x) = anz™ + an 12"+ .+ a1z + ag (7.7)

com a; € K, entao os nameros ay, . . ., a, sao determinados de modo tinico.
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Dados dois polinémios

n

p(z) = anz™ + 12" . Fax+ag = Z a;z’ (7.8)
i=0
i=0

chama-se soma de p com ¢ o polindbmio

n

(p+q) (1) = (an+bp)x"+(an_1+by_1)2" .. A+ (a1+by)x+(ag+by) = Z(ai—i—bi)xi .
i=0

(7.10)

Teorema 7.0.2. Se p, ¢ e p+ q sao polinémios nao nulos, entao o grau do po-
linomio p 4+ q € menor ou igual ao maior dos nimeros gr(p) e gr(q);

gr(p +q) < mdr{gr(p),gr(q)} - (7.11)

Teorema 7.0.3. Se p, q e p-q sao polindmios nao nulos, entao o grau do polindmio
p-q € igual a soma dos graus de p e q;

gr(p-q) = gr(p) +gr(q) . (7.12)

Para fungoes polinomiais o Teorema Fundamental da Algebra garante a exis-
téncia de zeros.

Teorema 7.0.4 (Teorema Fundamental da Algebra). Seja p € Clz] um polinémio
nao constante. Entdo existe um nimero complexo zy tal que p(zy) = 0.

Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em
livros de Célculo de uma variavel complexa ou Analise Complexa como por exemplo
pagina 119 do (SOARES, 2009). [

Como consequéncia direta do Teorema Fundamental da Algebra temos o se-
guinte teorema.

Teorema 7.0.5. Todo polinomio de grau n > 1 possui pelo menos uma raiz real
ou compleza.

Observe que estes resultados garantem que todo polindmio possui pelo menos
uma raiz complexa, como vamos focar nossos estudos em polinémios sobre R,
podemos neste caso ter polindmios que nao possuem raizes reais. Ainda sobre as
raizes de um polindmio vale destacar o seguinte teorema.
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Teorema 7.0.6. Seja p um polinémio nao nulo em K, escrito na forma
p(z) = @z + ap 2"+ @+ ag (7.13)
entao p tem no mdximo n raizes em K.

Teorema 7.0.7. Sejam p(z), g(x) polindmios sobre o corpo K, i.e., polinémios
em Klz], e suponhamos que gr(g) > 0. Entdo, existem polinomios q(x) e r(x) tais
que

p(r) = q(z)g(x) +r(z) , (7.14)

em que gr(r) < gr(g). FEssas condi¢oes permitem determinar os polinémio q e r
de modo unico.

Demonstragao: A demonstracao deste teorema pode ser encontrada na
pagina 58 do (LANG, 1972). [

Exemplo 7.0.3. Como um exemplo para a divisao de polindomios, facamos a di-
visao do polinémio p1(z) = x* — 42 + x + 6 pelo binémio gi(x) = x + 1:

-4+ +6 X+ 1
z? + 2 2% — 524 6
_0-52"+x+6
—522 — 51
_ 0+6x+6
0+ 6x+6
0

note que o quociente da divisio € qi(x) = 2> —5x + 6, e o resto desta divisio
ér(x) =0 (zero). Como o resto € zero concluimos que py(x) € divisivel por g(z).
Portanto pi(z) = q1(x)g1(x), ou seja, x® — 42> + 2 +6 = (22 — 5z + 6)(z + 1).

Como consequéncia do teorema anterior, temos o seguinte corolario, que nos
garante que no exemplo anterior —1 é uma raiz do polindémio p; (z).

Corolario 7.0.1. Seja p um polinémio nao-nulo sobre K. Seja o € K tal que
p(a) = 0. Entao, existe um polindmio q(x) sobre K tal que

pl) = (@ - a)q(x) . (7.15)
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Como consequéncia deste Corolario, todo polinémio de grau n > 1 pode ser
escrito como produto de n fatores de grau 1.

Teorema 7.0.8 (Teorema da Decomposigao). Todo polinémio p(x) = a,x™ +
Ap_12" 1+ ...+ a1z + ag, com a, # 0, pode ser escrito de forma fatorada

p(x) =an(z—r)(x—12) ... (T —1p) (7.16)

onde r1,7r9,+ - , 1 G0 as raizes do polindémio.
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