Capitulo 5

Potenciacao

5.1 Poténcia com expoente natural

Dados dois niimeros a € R e b € N, com b > 0, definimos:

a®=ga-a----- a. (5.1)

Dizemos que a é a base da poténcia e b o expoente. Lé-se: a elevado a b.

Exemplo 5.1.1. Observe que neste caso o expoente € um numero natural, e por-
tanto positivo, como por exemplo:

a) 22=2.2.2=28;

h) =23 =—(2-2-2) =8

c) (=2)° =(-2)-(-2) - (-2) = =8
d) 2=2.2.2.2=16;

%3) . (—;) S99 _ oo
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2 \* 2 \* 24 16
] 4 —_— = _— = —_— = _— = :
7) (0,02)7 = (100) (102) (108) <100000000) 0,00000016;

7 7 7
k —_— = = N
) 103 10-10-10 1000 0,007,
73 7T.7.7 343
Y 10 10 10 34,3;
7\° 7 343
— ) = — =" =0,343.
m) (10) 108 ~ 1000

Por enquanto temos definido somente poténcia com expoente sendo um nimero

natural maior que zero. Definiremos poténcias com outros expoentes fazendo-as
recair neste caso.

5.2 Poténcia com expoente inteiro

Dados dois nimeros ¢ € R e b € Z definimos:

a=a-a----: a, para b > 0, esta situagao esta inclusa no caso anterior ;
b vezes
(5.2)
a’=1paraa#0; (5.3)
1 1 1

ab——b:— ------- —, parab>0ea#0. (5.4)

a a a a

N————

b vezes

Exemplo 5.2.1. Vejamos agora alguns exemplos em que o expoente € um nimero
inteiro negativo. Os casos em que o expoente € um niumero inteiro positivo foram
exemplificados anteriormente.

1 1
-1 _ _ .
¥ ==y
1 1
b 2_3:—:—
) 23 8)
1 2
C) 3_2:3 :3 3:97
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1\* 1111 1 -1
e) —8_4:— — = — | - - — . = = — _ = —
8 8 8 8 8 4096 4096
(8 2 /22\* 22 22 484 121
22 ~\8) &8 8 64 16’

() () () () () -

-2 22 1 1 1 1 1 1
P I R I S N R
) 0T T 0" 2 101 10 a0 0%
)2 2.1 _°2 10° _ 5. 100 = 200-
Y102 1102 1 1 o

1 ] 1 10000 400
) (0.35)"2 = _ _ _ -
D080 = G35 = G225~ 2B T 1225 | 9

Note que em todos os exemplos acima o que fizemos foi “inverter” a fracao,
e com isso deixamos os expoentes positivos, e entao basta aplicar a definicao de

poténcia para o caso do expoente ser um nimero natural.

Dados a,b € R, m,n € N*, decorrem diretamente da definicao de poténcia as

seguintes propriedades:

Pl) am . an — am+n.

)
am.&n:a.a...a.a.a...a: a-a---a :am+n
—_— —— ——

m- termos n- termos (m+n)— termos

n- termos m- termos m- termos m- termos (m-n)- termos
NS g

-~

n- termos

P3) (a-b)" =a"-b™;
(a-b)":(a-b)-(a-jy)---(a-b):(a-a---a)-(b-b---blza"~b”

J 7
-~~~ ~~

n- termos n- termos n- termos

n

P4) (g>n S para b # 0;

b b’
n- termos .
(9)": (2) . (2)(9) _ea-a an
b b b b/ ~b-b---b b
n- t;;mos n- termos
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m- termos

m n a.a...a m—n
a” a4 =—=—"-—=2a (5.8)
a™ a-a---a

n- termos

Para justificar esta tdltima passagem precisamos analisar 3 casos separada-
mente, fagamos isso:

- ) a™ a™
Caso 1: Se m = n entao a™ = o™ al por um lado teremos que — = — =1
mogm a a
e por outro lado — = — = ™™ = a° donde obtemos que a’ = 1.
a a

Caso 2: Se m > n entao m —n > 0 e também temos que,

m- termos n- termos  (mM—n)- termos n- termos
m P —_—e —A— —A e (m—n)- termos
a/ a.a...a a/.a/...a/. a/.a...a/ a/.a...aj A\
_— = = = -a-a--a :l.a.a...a =qa

m—n

an a-a---a a-a---a a-a---aq N—
N—— N—— S—— (m—n)- termos
n- termos n- termos n- termos

Caso 3: Se m < n entao m —n < 0 e também temos que,

m- termos m- termos
m —— ——
a/ aaa-.aa a.a--.a
am™ a-a---a a-a---a- a-a---a
—— —_— Y=
n- termos m- termos  (n—m)- termos
m-~ termos
a-a---a 1 1 1 —(n—m) m—n
a-a---a a-a---a a-a---a qn—m
—_— Y= ——
m- termos  (n—m)- termos (n—m)- termos
1
P6) a " = —» bara (a #0);
0
B _ a 1
a"=a""=—=—. (5.9)
n

P7) (g)% = (g)n, paraa # 0e b #0;

b

O 1 1 b b\"

_ [ — _n,_:_.bn:—: — . 510
(b) ¢ b an a" ( ) (510)
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Aqui é importante observar que:
70° al=aVaeR d®=1,YacR 1°=1VaeR

Exemplo 5.2.2. Vejamos agora alguns exemplos de aplicagao direta das proprie-
dades de poténcia dadas acima.

P1) 72-0B3=(7-7)-(7-7-7) = 7% = 75;
P2) (T4 =) - (T =(T-7-7-7)-(T-7-7-7)=7** =78,
P3) (7-10)® = (7-10)-(7-10)-(7-10)-(7-10)-(7-10) = (7-7-7-7-7)-(10-10-10-10-10) =

75.105;
py (Y Z (1) (1) (1) (1) _13:13:13-13 13"
9/ \9 9 9 9) 9.9.9.9 94’
1 3
P5) Caso 1: % = 10033 = 100° = 1;
870
Caso 2: 185 = 487069 — 481 — 48;
10* 4-7 -3 1
Caso 5’:1—07:10 =10 =105/
P6) 1073 = —;
6) 10 105

(%) =(5)"
5.3 Raizes

Dados um ntmero real ¢ > 0 e um nimero natural n, existe um ntmero
real positivo ou nulo b tal que b™ = a. O ntmero real b é chamado de raiz
enézima de a, ou raiz de ordem n de a e indicaremos por /a.

Observagao 2. Da definigao decorre que (Va)"™ = a.

Observacao 3. Note que de acordo com a defini¢ao dada /36 = 6 e nao v/36 =
+6.

Observacao 4. Muita atencao ao calcular a raiz quadrada de um quadrado per-
feito:

Va2 = |a| . (5.11)
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Sea,be R, meZ, ne N epe N* entao valem as seguintes propriedades:
R1) /@ = "Yar;
R2) Va b= /a- Vb

a_ 3a
R3) 7/ =
"=

R4) (va)" = Y/
R5) ¢/¥a= "¥/a.

Exemplo 5.3.1. Vejamos agora alguns exemplos de aplicagao direta das proprie-
dades de raizes dadas acima.

R1) VT3 = W32

, para b # 0;

R3) 4 25 \/—

Ry) (V7)" = /7T
R5) /729 = /729 = v/36.

5.4 Poténcia com expoente racional

A radiciacao pode ser entendida como uma poténcia com expoente racional, a
partir da seguinte definicao.

Dados dois ntimeros a € R} ¢ € Q (m € Z e n € N*), definimos:

an = Vam, para — LSS 0; (5.12)

m 1 1 m
a = —m , para — > 0. 5.13
el (5.13)

Entendida a radiciacao como poténcia sao validas aqui todas as propriedades
de poténcia com expoente inteiro listadas anteriormente.

Exemplo 5.4.1. Vejamos agora alguns exemplos de poténcia com expoente sendo
um nimero racional (b € Q):
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5.5 Poténcia com expoente irracional

Dados um ntmero real a > 0 e um ntmero irracional «, podemos construir
por meio de aproximacoes sucessivas de poténcias de a com expoente racional, um
inico nimero real positivo a® que é poténcia de base a e expoente irracional a.

Esse método é decorre do fato que um ntmero irracional pode ser aproximado
por falta ou por excesso por sequéncias de ntmeros racionais, e poténcias com
expoentes racionais estao bem definidas, entao podemos utilizar estes dois fatos e
definir poténcias com expoente irracionais que satifazem todas as propriedades de

poténcias ja descritas. Vejamos um exemplo:

Exemplo 5.5.1. Consideremos o numero irracional V2 = 1,414213562.... Ob-
serve que podemos aprorimar V2 por falta ou por excesso pelos sequintes niumeros

TacIONalS:
por falta: POT €LCESSO:
14 15
’ 10 ) 10
141 142
L4l = — 1,42 = —
100 100
1414 141
1,414 = —— 1,415 = 1415
1000 1000
14140 — 4142 | 4143 — 14143
1000 1000
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Assim podemos definir o valor de 13v2 por aproximag¢ao por falta ou por excesso
de poténcias de base 13, da sequinte forma:
por falta:

13! = 13! =13
134 = 131 = 36, 267756667
1394 = 1310 =  37,210039132
1414

1389414 = 137000 = 37,59377174
1304142 — 13560 = 37,613061911

por excesso:

132=  132= 169
134 = 131 =  46,872166581

13142 = 1315 = 38, 176803296
13545 = 1370 = 37,69032163

14143

134443 = 13000 = 37,622710708

Portanto 13V2 ~ 37,6.
Se a = 0 e « é irracional e positivo, definimos 0% = 0.
Observacao 5. Se a = 1 entao 1* = 1, V« irracional.

Observacao 6. Se a < 0 e « é irracional e positivo entao o simbolo a® nao tem
significado.

Observagao 7. Se « ¢ irracional e negativo (a < 0) entao 0¢ nao tem significado.

Observacao 8. Para as poténcias de expoente irracional sao validas as proprie-
dades de poténcias com expoente racional.

5.6 Poténcia com expoente real
Considerando que ja foram definidas anteriormente as poténcias de base a € R*,
e expoente b (b racional ou irracional) entdo ja estd definida a poténcia a® com

aGRiebER.

Observacao 9. Toda poténcia de base real e positiva e expoente real ¢ um ntimero
real positivo.

a>0=a">0. (5.14)
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Se a,b € R, m,n € R, entao valem as seguintes propriedades:

P1) a™-a™ = a™™",

P2) a™ a™ ", para a # 0;
P3) (a™)" = a™";

P4) (a-b)" =a"-b™;

P5) (%) = &, para b # 0;

P6) a™" = =, para (a # 0);

P7) (%)7”’ = (g)n, para a # 0 e b # 0;

5.7 Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Licenga CC BY-SA-4.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
reamat@ufrgs.br

