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Capitulo 5

Funcoes elementares

O objetivo deste capitulo é fazer um estudo das funcoes
elementares, as quais servem de modelo para a descri-
¢do de fendmenos e situagoes reais, preparando o cami-
nho para a compreensio do Cilculo Diferencial e Inte-
gral. Nosso estudo terd como base o capitulo anterior:
provavelmente vocé terd que se deslocar para aquele
universo vdrias vezes. Veremos as fungoes polinomiais,
fungoes racionais e fungoes trigonométricas. Use seus
conhecimentos de pacotes computacionais para visuali-
zar grificos; no final do capitulo listaremos alguns de-
les. Lembre-se que deste estudo dependerd seu sucesso
nas disciplinas de Cdlculo.

5.1 Funcoes polinomiais

Estudaremos com detalhes as fung¢des polinomiais de grau um
(funcao afim) e dois (fungdo quadratica). Em seguida faremos al-
guns comentdrios sobre as fungdes polinomiais de outros graus.

5.1.1 Funcao afim

Uma fungdo f:R —R chama-se fungdo afim quando existem
constantes reais a e b tais que f(x)=ax+b, para todo xeR.
O conjunto R é o “maior” conjunto de valores para os quais é
possivel encontrar f(x). Quando o dominio ndo é especificado,
estaremos considerando-o como o conjunto R.

Um exemplo de situagdo real descrita por uma func¢ao afim é o
preco a pagar por uma corrida de taxi: o valor da corrida depende
da distancia percorrida (em km) e dos valores constantes do km
rodado e da bandeirada. A distancia percorrida em km é multi-
plicada por uma constante a (o valor do km rodado), e a este pro-
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duto adiciona-se um valor constante inicial b (que é o valor da ban-
deirada), resultando no preco a pagar. Assim, a distancia percorrida
(em km) é a varidvel independente x e f(x)=ax+b ou y=ax+b é
0 preco a pagar pela corrida.

Exemplos de fungoes afins:

D) fiR>R, f(x)=3x+7 (a=3eb="7)
) g: R> R, g(x)=—x+1 (a=-leb=1)
3)h:R—>R,h(x):%x—23 (a:%eb:—23)
4 k: R >R k(x)=Tx (a=~7eb=0)
5) s: R—>R,s(x)=59 (a=0eb=59)

Casos particulares da funcao afim
i) a=0

Neste caso, f(x)=b,VxeR ea funcao chama-se funcao cons-
tante (veja 0 exemplo 5). O grafico da fungéo constante f(x)=b
é o conjunto G(f) ={(x,b) e RxR/x R}, umareta paralela ao
eixo x e que passa pelo ponto (0,5).

Exemplo:

6) £ R>R, f(x)=-3

Figura 5.1

Observacao 1. Vocé pode notar que o nome de funcado constante ja
revela o comportamento da fungao: independente da variavel x, o
valor de f(x) é sempre o mesmo.



i) a=leb=0

Neste caso f(x)=x, VxeR, e esta é a fungdo identi-
dade, ja vista no Capitulo 4. Seu grafico é o conjunto
G(f)={(x.x)eRxR/xeR}, a reta que é a bissetriz do pri-
meiro e do terceiro quadrantes.

T RSR, f(x)=x

Y
. G(f)
{45°

Figura 5.2

i) b=0 e a#0

Neste caso f(x)=ax,VxeR, e estas sdao chamadas fun-
¢oes lineares. O grafico de uma funcao linear é o conjunto
G(f)={(x,ax) e RxR/x R}, umareta que passa pela origem
do plano cartesiano, uma vez que f(0)=0.

Exemplos:
x
7) f (x)=—§
y
0 0
10
Rl = P p— B

Figura 5.3
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8) f(x)=+/5x
y
Sty
0 0
R
(N X
Figura 5.4
2
9) f(x)=§x
y
2 """"""""""""""" 0 0
N 5 2
0 5 X
Figura 5.5

Grafico de uma funcao afim

Seja f:R—>R, f(x)=ax+b. Podemos considerar a#0, uma vez
que ja conhecemos o grafico da fungao constante.

Proposicao. O gréfico G(f) da fungdo f(x)=ax+b é uma reta.

Demonstragdo: Sejam P(x,,),),0(x,,»,) e S(x;,y,) pontos quais-
quer do grafico de f'. Nosso objetivo ¢ mostrar que estes trés pon-
tos sdo colineares, isto €, estdo alinhados. Lembrando que o grafi-
co € o conjunto dos pares ordenados (x, f(x)), podemos escrever:
y,=ax,+b, y,=ax, +b ey, =ax,+b.Veja a figura:
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[aw)
=
=
=

Figura 5.6

Os tridngulos PAQ e OBS sao triangulos retangulos. As tangentes

dos angulos a e 0 sdo dadas pelas razoes A9 e B—S:
BQ
AQ  y,—y, ax,+b—(ax,+b)
AP x,—x, X, — X,

:ax2+b—ax1—b _ a(xz—xl):a

Xy =X Xy =X
B — . A B
Analogamente, temos que —S R a. Assim, —Q = —S
X, — X, AP  BQ

E como os angulos em A4 e B sao retos, seque que os tridngulos
PAQ e QOBS séo semelhantes e assim os angulos « e 6 sdo iguais.
Conclui-se dai que os pontos P,QeS estdo alinhados. Como P,QeS
sdo pontos quaisquer do grafico, fica provado que o grafico da fun-
cao afim € uma reta.

Conseqiiéncia: O grafico de uma funcao afim fica completamente
determinado por apenas dois pontos (lembre-se que existe uma tini-
ca reta que passa por dois pontos).

Exemplos:

10) Esbogar o grafico da funcao f(x)=3x-5




=y

Figura 5.7

Observacao 2. Uma fungao afim pode estar definida em um inter-
valo, isto é, podemos restringir seu dominio a um intervalo. Neste
caso, seu grafico € um segmento de reta. Veja o exemplo 11:

1) f:[-L2] >R, f(x)=2x—4.

Y X y=f
-1 -6
o 2 0
—1 0o 1,72 X

Figura 5.8

Observacao 3. Se f(x)=ax+b, chamamos o nimero a de “coefi-
ciente angular da reta” que representa o grafico da fun¢do f, ou

“taxa de crescimento da funcdo f". Note que « =M,
XX

para quaisquer nimeros reais x, €x,. Veja a figura:

Figura 5.9
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Exercicio resolvido
1) Fazer o gréfico da fung¢ao definida por:

2x+1sex<?2

M@={

—-x+3sex>2

4 6 8 10 12 14 16 18 20

2) Seja f(x)=ax+b.Mostre que:
a) se a>0, f é crescente;

b) se a<0, f é decrescente.

Resolucao.
a) Sabemos do Capitulo 4 que:

“Uma funcgdo é crescente em um conjunto A de seu dominio se e
somente se x, <x, implica f(x,)< f(x,), para todos x, e x, no
conjunto A",

Como o dominio de f ¢ R, vamos considerar x, e x, dois numeros
reais quaisquer, com x, < x,. Pela Obs. 3 sabemos que

— f(xz)_f(xl)

Xy =X

a
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e neste caso podemos escrever f(x,)— f(x,)=a(x,—x,). Por
hipotese, temos a >0 e tambeém estamos considerando x, < x,,
0o que significa x,—x, >0. Entdo, a(x,—x)>0. Assim,

a(x, ~x)= f(x,)~ f(x)>0, ou sefa, f(x)<[(x). Logo, f

¢ crescente.

b) Do Capitulo 4 sabemos que:

“Uma fungdo f € decrescente em um conjunto A de seu domi-
nio se e somente se x, <x, implica  f(x,)> f(x,), para todos
X, €x, no conjunto A"

Consideremos entdo x, ex, dois numeros reais quaisquer, com
x, <x,; entdo x,—x, >0 e como por hipotese a <0, teremos
a(x, —x,)>0.Logo, f(x,)—f(x,)=a(x,—x)<0, 0 quesignifi-
ca que f(x,)> f(x,).Concluimos entdo que f € decrescente.

Inversa de uma funcao afim

Com excecao das fungdes constantes, toda funcao afim é inversivel.
Isto acontece porque as fungdes afins sdo bijetoras (prove isso como
exercicio!). Vamos fazer um exemplo de como encontrar a inversa de
uma funcao afim:

Exemplo:

12) Calcular ainversa da funcdo f:R —> R, f(x)=5x+1

Resolucdo. Estamos procurando uma funcdo g:R—>R tal
que f(g(x))=xeg(f(x))=x para todo x real (lembre-se
da definicio de fungdo inversa, no Capitulo 4). Entdo fazemos:

fg(x)=5-g(x)+1=x

A segunda igualdade nos da a funcdo procurada:

x—1
g(x)—T

Também se verifica que

g(f(x))= f();)_l = 5x+51—1 =5?x=x



Assim, g € a funcéo inversa de f

Vamos fazer os graficos de f e de

)

x—1
5
/7' no mesmo sistema de eixos.

e éanotada f': f'(x)=

g(x)

5 6 7 8

Exercicios propostos

1) Faga o gréfico das fungoes:

a) f(x)=—%x+%
b) h(x)= 2x
o g(x)=6

d) k:(-L1)>R, k(x)=-3x+2

o s(x)z{

x+1 sex=20

—x+1 sex<0

9 10 11 12 13 14 15




2) Defina a fungdo afim cujo grafico contém os pontos (1,5) e
(-9,10).

3) Encontre a inversa das funcoes:
a) f(x)=—4x-1
b) g(x)= ’%1
o h(x)=Tx

4) Para f(x)= %x—% , calcule x de modo que f(x)= %

5.1.2 Funcodes quadraticas

Definicao. Uma fungdo f:R — R chama-se quadratica (ou funcao
polinomial do segundo grau) se existem constantes reais a, b e ¢,
com a#0, tais que f(x)=ax’+bx+c.

Exemplos:
13) f(x)=5x"-2x (a=5b=-2,c=0)
14) g(x)=ax*+1 (a=m b=0, c=1)

15) h(x):x2+7x—% (a=1,b:7, c:_lj

Observacao 4. Nao confunda a fungdo quadritica com a equagio do
sequndo grau! Muitas vezes vemos também a expressao fungio do se-
gundo grau, que ndo esta correta, uma vez que nao ha defini¢ao do
que seja o grau de uma funcao.

Observacao 5. Resolugdo de problemas que utilizam uma funcao
quadratica ou uma equacdo do segundo grau, estdo entre os mais
antigos da matematica.

Raizes da funcdo quadratica

As raizes da fungao quadrética f(x)=ax’ +bx+c sdo os valores x
para os quais se tem f(x)=0, ou seja, ax’ +bx+c=0 (esta é uma

Vocé sabe a diferencga?



equagdo do segundo grau). As raizes da equagao f(x)=0 também sao

chamadas de raizes da fungao quadrética f(x).

Observacgao 6.

* Se A=bh>—4ac >0, temos duas raizes reais distintas.

* Se A=b’—4ac <0, ndo existem raizes reais para a fungdo f(x).
Neste caso as raizes serdao niimeros complexos dados por

-b+i|A -b—i|A
L R el O
2a 2a
, .. ) )
* Se A=0, temos duas raizes reais e iguais, x, = x, = e
a

Grafico da funcdo quadratica

Aprendemos que o grafico de uma fungao quadratica € sempre uma
pardbola. Mas o que é uma parébola?

Definicao. Dados um ponto F no plano e uma reta d que nao con-
tém F, a parabola é o lugar geométrico dos pontos do plano que es-
tao a mesma distanciade F ede d.Oponto F' € o foco da pardbola
e d é areta diretriz.

Observacao 7. Uma pardbola é entdo uma curva no plano, que € si-
métrica, sendo o eixo de simetria a reta que contém o foco F' e que
é perpendicular a reta diretriz. Veja a figura:

eixo de
simetria

Figura 5.10
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A parébola é a curva que serve de modelo para o gréfico da fungao
quadratica. Mas nem toda parébola é o gréfico de uma fungao deste
tipo. As pardbolas que serao graficos de fun¢des quadréticas sao
aquelas cujo eixo de simetria é paralelo ao eixo Y. Com estas infor-
magdes, como comentamos no Capitulo 4, alguns pontos, obtidos
atribuindo valores a variavel independente x, sdo suficientes para
esbogar o grafico de uma funcdo quadratica. Valores especiais da
varidvel independente x sdo as raizes e x=0. Lembre-se que as
raizes sdo tais que f(x)=0.Assim, os pontos (x,0), x real, sdo pon-
tos de intersecgao da curva com o eixo X ; dizemos também que a
curva “corta” o eixo X nos pontos (x,0).Para x=0 temos f(0)=c
(pois f(x)=ax’+bx+c), e (0,c) é o ponto de interseccdo da curva
com o eixo Y (ou o ponto onde a curva “corta” o eixo Y').

Exemplo:

16) Esbogar o gréfico da fungdo f:R - R, f(x)=x" -1

0 -1
1 0
-1 0
e 2 3
-2 3

Figura 5.1

Concavidade, vértice e imagem da funcao
quadratica

Considere a funcdo f(x)=ax’ +bx+c,com a#0.Podemos escrever

2 2
f(x):a(x2+§x+£j=a{(x+i] +4ac—2b } Para chegar a ex-

a 2a 4a

pressao entre colchetes, reveja o item (2) da secao 2.7.
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~ b\ | . . .

A expressao (x + > € sempre maior do que ou igual a zero e atin-
a

ge o seu menor valor, que é zero, quando x = P
a

. dac-b" . L
A expressao v independe de x, ou seja, é uma constante.
a

Portanto, a expressao entre colchetes atinge o seu menor valor quan-

do x=—.
2a

b j2+4ac—b2

Suponhamos a>0. Entao f(x)=a Kx +— > } atinge o
2a 4a

seu menor valor quando x = o
a

N —b ; .
Isto significa que para x =7, ©° valor f(x) é o menor possivel, ou
a

ainda, (_—b f [;—bD € o ponto do grafico de f que possui a menor
a

2a’

ordenada. Podemos entdo concluir que a parabola neste caso é conca-
va para cima, como mostra a figura:

Figura 5.12
Se a<0, o sinal de f(x) é contrario ao sinal da expressao

2 2
{(x +2ij +‘m:—_2b:|. Entdo f(x) atinge o seu maior valor quando
a a

X = b , ou seja, (_—, f (—D é o ponto do gréfico de f que possui
2a 2a 2a

maior ordenada. Neste caso, a pardbola é concava para baixo, como
mostra a figura:
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Figura 5.13

2a

O ponto (;—b, f (_—bD é chamado de vértice da parabola. Calculan-
a

- -b —-A . L.
do f (—bj obtemos o ponto (—b,—j Assim, o vértice tem coor-
2a 2a 4a

denadas x, _b ey, :ﬂ.
2a 4a

A reta vertical que passa pelo vértice é o eixo de simetria da parabola.

Note que y, = f [;—bj = ;—A é o menor valor assumido pela funcdo,
a a

se a >0, e o maior valor assumido pela funcao, se a <0.Istonos da
a informagao sobre o conjunto imagem da fungao f':
i) Sea>0,Imf=[y, o)

i1) Se a<0, Im f =(-o0,y,]

Observacao 8. Ao esbogar o gréafico de uma func¢do quadratica, é
importante saber verificar alguns elementos da parabola:
a) Concavidade (“posigao” dada pelo coeficiente a de x*);

b) Pontos onde o grafico “corta” o eixo X (raizes, determinadas
pela solucao da equagao f(x)=0);

¢) Ponto onde o gréfico “corta” o eixo Y (cdlculo de f(0), ou

termo independente);

d) Vértice (ponto (_—b,ﬂj );
2a 4a

e) Eixo de simetria (reta x = ;—b )-



Exercicio resolvido

3) Esbogar o grafico da funcao quadrética f(x)=-2x>+7x+4
Resolucao. Temos inicialmente a=-2, b=7ec=4.

Sequindo o roteiro acima, observamos que:
a) a=-2<0:a parabola ¢ concava para baixo.
b) os pontos onde o grafico corta o eixo X sdo os pontos para os

quais f(x)=0, ou seja, as raizes da equacio —2x’>+7x+4=0.
Vamos calcula-las.

-2x* +7x+4=0 éequivalente a 2x*-7x-4=0

(multiplicamos ambos os membros por —1).

7449432

. . 1
Assim, x = e temos as raizes x, :—Eex2 =4.

Logo, os pontos onde o grafico “corta” o eixo X sdo

(—%,oj e (4,0).

¢) O ponto onde o grafico de f corta o eixo ¥ ¢ o valor de f no
ponto 0, ou seja, f(O):—2-0+7-0+4:4. Assim, este ponto €
0,4).

d) O vértice é dado por:
_b_-1_7

X, =—=—=—
2a -4 4

_f(zj_ﬂ_—(49+32)__81_§
PENG) T T Ta () T s s
O vértice € o ponto (Z,gj

4" 8

Vamos encontrar mais alguns pontos e fazer o grafico:
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-1 -5
1 9
S

5 9

. eixo de simetria
-5

Figura 5.14

Observe que a imagem da funcao /¢ o intervalo (—oo,y, ]= (—w,%} ,

que € a projecao ortogonal de seu grafico no eixo das ordenadas.

Aplicacao

A funcado quadratica serve de modelo para resolugao de problemas
de maximizagao e de minimizacao. Faremos dois exemplos de pro-
blemas cuja resolugao depende da analise e interpretacdo do grafico
de uma fungao quadrética.

Problema 1. Entre todos os retangulos de perimetro 12 u.m., quais
as dimensoes daquele que possui maior area?
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Resolu¢ao. Chamamos de x e y as dimensdes do retangulo e
S =x-y asua area. Vamos escrever S como funcdo de x usando
o outro dado do problema, isto €, que o perimetro ¢ 12 u.m. O peri-
metro € dado por 2x+2y=12.Entdo x+y=6 e y =6—x. Substi-
tuindo y na expressio da area, obtemos S(x)=x-(6—x)=6x—x".
Temos assim uma funcdo quadratica S(x) que expressa a area de
um retangulo de perimetro 12 u.m. em func¢do de uma de suas di-
mensoes. Estamos procurando o valor maximo desta area, e isto sig-
nifica que estamos procurando o valor maximo da fun¢do quadratica
S(x)=6x-x",ou S(x)=—x"+6x.0 grafico de S é uma parabola
concava para baixo, pois a =—1<0. Assim, o valor maximo da fun-
cdo S(x) € a ordenada do vértice da parabola. Vamos calcular a abs-
cissa do vertice, lembrando que a=-1eb=6:
x=2-"0_3
" 2a 2

Este valor x que encontramos € uma das dimensdes do retangulo
que tem area maxima. Fazendo y =6—-x=6-3=3, encontramos a
outra dimensdo, y=3. Vemos entdo que o retangulo de perimetro
12 u.m. que possui a maior area ¢ o quadrado de lado 3.

Resposta. O retangulo de perimetro 12 que possui a maior area € o
quadrado de lado 3.

Problema 2. De todos os niimeros reais x e y tais que x+5y=10,
determine aqueles para os quais o valor x* + y* seja minimo.

Resolu¢ao. Chamamos de M o valor que queremos minimizar, ou
seja, M =x" + y*. Vamos escrever M em funcdo de um dos nime-

10—x

ros:se x+5y =10, temos que y = e, portanto,

, (10-xY 1 ,
M(x)=x>+ =< (26x ~20x+100)

5
—éx2 —ix+4
25 5

i ec=4.
5

. 2
M € uma funcdo quadratica com a =2_§’ b=-



Como a >0, a parabola que representa o grafico de M ¢ concava
para cima, indicando que M tem um valor minimo no vértice. Vamos
calcular este vértice:

— 25
Calculando o valor y, obtemos y = T 13 _22 0 valor

2 2
minimo de x* + y° sera M:(ij + (éj :@:ﬁ_
13 13 169 13

. . 5 25
Resposta. Os numeros procurados sdo x=-—¢ey=—

13°
Exercicios resolvidos

4) Faca o gréafico e determine o conjunto imagem da fungao

—x+5 se x<-2

xX*—6 se —2<x<3

f(x)= 2 se 3<x<4
2
2x se x>4

Resolucao. A funcdo € dada por quatro sentencas:

® —x+5 nointervalo (—w,-2), que ¢ uma funcdo afim;

e x’—6 no intervalo [-2,3), que ¢ uma funcio quadratica;
9 . . «

o ) no intervalo [3,4], que ¢ uma funcgéo constante;

® 2x no intervalo (4,4%), que € uma funcdo linear.

Fazendo o grafico correspondente em cada intervalo, teremos:
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B
=y

Figura 5.15

A imagem da funcdo € a projecao ortogonal do seu grafico no eixo

das ordenadas. Assim, Im f =[—6,3)U{%}U(7,+oo).

5) Esboce num mesmo sistema cartesiano os gréficos das fungoes:

f(x)=x",g(x) =%x2,h(x) =2x".

O que vocé pode observar quando variamos o coeficiente a ?



Resolucgao:

Figura 5.16

Observando o coeficiente a >0, vemos que ele determina a "abertu-
ra" da parabola. Quanto menor o valor de a, maior é a “abertura”.

=y



6) Determine o maior valor de k em A={xeR/x<k} de modo
que a fungao f de 4 em R definida por f(x)=2x"-3x+4
seja injetora.

Resolucdo. Vamos lembrar a defini¢do de fungdo injetora do capitulo 4:

Dizemos que f é injetora em A se e somente se

Vx,x, € A, se x, #x,, entdo f(x)# f(x,).
Ou, equivalentemente:

Vx,,x, € 4, se x, =x,, entdo f(x,)=f(x,).
Sabemos que o grafico de uma func¢do quadratica € uma parabola e
que a parabola tem um eixo de simetria que passa pelo vértice e €
paralelo ao eixo Y . Isto nos sugere que existem valores diferentes no
dominio que possuem a mesma imagem. Vamos entao fazer o grafico
de f como se R fosse seu dominio, e analisar que restricdo deve-

mos fazer neste dominio para que a funcéo seja injetora. Seqguindo o
roteiro para construcao do grafico, observamos que:

a) O grafico da fungdio f(x)=2x>-3x+4 é uma parabola concava
para cima (poisa=2>0).

b) Suas raizes ndo sdo numeros reais, pois A=9-32=-23<0. En-
tdo o grafico ndo "corta”(ou ndo intersecta) o eixo X e a parabola

esta situada acima do eixo X (por qué?).

¢) O grafico corta o eixo Y no ponto (0,4).

e 3 23 .
d) O vértice tem coordenadas x, = Z v, =—. Conseqlientemente, a

: . .23 . . .
imagem da funcao é §,+oo e 0 eixo de simetria passa pelo ponto

%)
4’8 )
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4

Figura 5.17
Analisando o grafico, para que a funcdo seja injetora, devemos con-
siderar uma das "metades” da parabola (ou uma parte menor), deter-

minadas pelo eixo de simetria. As projecoes das “metades” no eixo X
. . 3 3 .

sdo os intervalos —oo,Z e Z,+oo . Como o enunciado estabelece

que o dominio de f ¢ A={xeR/x<k}, ou seja, 4=(—o0,k], ¢

necessario tomar para valores de x aqueles a esquerda do vértice, ou
. S 3 .
seja, menores ou iguais do que x, :Z. Assim, qualquer valor de &

menor ou igual a % satisfaz a propriedade. O maior deles ¢ k :% e

- : 3
f sera injetora no intervalo 4 :(—oo,z]
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Exercicios propostos

5) Estude as funcoes dadas abaixo, determinando raizes, vértice,
pontos de intersecgdo com os eixos, eixo de simetria, grafico e
conjunto imagem:

a) f(x)=-x"—x+6
b) f(x)=5x"—2x+4
o f(x)=CG-x)(x+1)
d) f(x)=-2x>—16x
e fx)=4-x’

) f(x)=-G-x)’
g) f(x)z%xz—x+1
h) f(x)=—(4-3x")

6) Encontre o valor x de modo que f(x)=x>-3x+2= % .

7) Determine o valor 5 em B={xeR/x>b} de modo que a
fungdo f de R em B definida por f(x)=x"—4x+6 seja so-
brejetora.

8) A soma de dois nimeros reais é 6 . Encontre estes dois niime-
ros sabendo que seu produto é maximo.

9) Em cada item a seguir, encontre a fun¢ao quadrética que satis-
faz as condicoes dadas:

2 f(0)=5,f(1)=10, f(~1)= 4

b) o vértice do gréfico de g ¢é (1,2) e g intercepta o eixo ¥
em (0,4).

¢) o valor maximo de 4 € 10; o gréfico de 4 ¢é simétrico em
relacdo areta x=-1 e & intercepta o eixo ¥ em (0,8).

d) o gréafico de ¢ intercepta o eixo x nos valores x=1e x=3,
e intercepta o eixo ¥ em (0,8).
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