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Introducao

Este trabalho tem como objetivo apresentar um estudo a respeito
das grandezas comensuraveis e incomensuraveis ao longo da histdria,
desde os estudos de Tales de Mileto, dos pitagdricos, incidindo em Eudoxo,
o personagem em foco, até a construgao dos numeros reais por Dedekind,
além de perpassar pelo contexto cultural, social e politico de alguns
estudiosos desse tema, em particular Eudoxo, criador da teoria das
proporgdes, temos em vista também situar seu desenvolvimento ao longo
histéria, bem como os desafios enfrentados.

O magistral tratamento dos incomensuraveis formulado por
Eudoxo aparece no quinto livro dos Elementos de Euclides, e
essencialmente coincide com a exposicdo moderna dos
ndmeros irracionais dada por Dedekind em 1872.
As abordagens de razoes e proporcoes e de semelhanga de
triangulos apresentadas nos textos de geometria das primeiras
décadas deste século destinados ao ensino secundario refletem
as dificuldades e as sutilezas na questdo das grandezas
incomensuraveis. Nessas abordagens consideram-se dois casos,
dependendo da comensurabilidade ou incomensurabilidade de
certas grandezas.

(EVES, 2011, p.107)

Nesse sentido, observa-se que a partir das dificuldades dos
matematicos gregos em aceitar as grandezas incomensuraveis € que surge
o tratamento dado por Eudoxo para tal problema, ou seja, a criacao da
teoria das proporgdes que, posteriormente, veio a influenciar Dedekind na
composicao tedrica dos numeros reais. Para tal abordagem, comecamos as
pesquisas com a intengdo de construir uma visao histdrica da humanidade
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nos Séculos V e IV a.C., mais especificamente no periodo classico na Grécia
antiga, com analises praticas, ensinamentos e enfoques culturais, bem
como o desenvolvimento cientifico e tecnoldgico da populacao da época
para entao nos atermos ao personagem em foco, estudando suas
producdes e o desenvolvimento de seu saber matematico, observando seus
contemporaneos e personagens importantes que contribuiram para a
evolucao dos conhecimentos acerca das grandezas comensuraveis e
incomensuraveis.

Tendo em vista o uso desse texto em sala de aula, foi elaborado um
diagrama a partir de Chaquiam (2016), para subsidiar o contetdo
matematico, assim como balizar a construgdo de uma histéria, a fim de
abordar pensamentos e métodos matematicos acerca das grandezas
comensuraveis e incomensuraveis.

Figura 1: Diagrama-Metodolégico — Grandezas

GRECIA ANTIGA: PERIODO CLASSICO - SECULOS V E IV - O Império
=
Persa, a Grécia Helénica, os filosofos da ﬁugurra, Guerra do Peloponeso, :
etc. 5
3
&
CEMGGETD ARDARTAS DE TARENTD FLATAD ARISTOTILES :.
(SR el =1Mal] (M ac - 3Tal) (27l =3Tal) [Mdal=-122al) E_ 4]
¢ 2
Y 1 t 7 i 2
& o
= SW I EUDOXD (3302 -355 0.0 =53 ancs) ' =
| ] A
I_ ; - | Lirira do Tempa ) =7y 5 g
4 : 2 2z
GRANDEZAS COMENSURAVEIS E INCOMENSURAVEIS ﬁ '-é
5
/ | | | . ¥ 2
:
i ELMLeDES DX -y
?;in:_ﬂf” BI0AC-495aC]  (417WL-369.0) p:-tﬁm:.q ﬂﬂﬁ; ;
&
Fonte: Elaborado pelos autores a partir do modelo de Chaquiam (2016)

98



Ensaios Temdticos - Histéria e Matemdtica em sala de aula

Tendo como referéncia o diagrama, o professor podera trabalhar
em sala de aula, comegando na apresentacao do tema e do personagem
em foco (no nosso caso foi Eudoxo); em seguida o professor faz uma
pequena abordagem de como era o cenario mundial na época deste
personagem, colocando em cena seus contemporaneos, figuras celebres
que contribuiram de alguma com seus trabalhos para a histéria da ciéncia
em geral; agora o ele retoma o foco para a evolugao do tema, fazendo
alguns questionamentos que o levarao a explanacao da evolucdo do tema
em questao: como iniciaram os primeiros estudo? Quem estudou?
Passando assim pelas contribuices do personagem principal até estudos
mais recentes acerca do tema. E para um fechamento mais conciso, o
docente podera mostrar olhares de pesquisadores mais atuais sobre o tema
ou sobreo personagem principal. Dessa feita, acreditamos que o professor
podera trabalhar com sucesso a historia da matematica como recurso
didatico que muito o auxiliara no processo de Ensino e aprendizagem na
sala de aula.

Na préxima secgdo faremos uma abordagem da histéria da Grécia
no periodo classico, época em que viveu Eudoxo, bem como mostraremos
seu contexto sociocultural e politico.

A Grécia nos séculos V e IV a.C.

No inicio do século V a.C., é importante ressaltar que os gregos
tiveram que enfrentar a ameaca dos persas, cujo Império chegou a
abranger a Libia, as cidades gregas da Asia Menor, o Egito, a Tracia e a
Macedonia, controlando importantes regides fornecedoras de alimentos
(como trigo, por exemplo)

O império Persa

O império Persa (559-330 a.C.) representado pela dinastia
Agueménida, que por causa disso € chamado também de Império
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Agueménida, tem sua linhagem remonta ao rei AQuémenes que governou a
Pérsia entre 705 e 675 a.C. Os Aqueménidas alcangaram o dominio do
Oriente Médio sob o governo de Ciro II da Pérsia, bisneto de Aquémenes,
quando este subjugou a Média e todas as outras tribos arianas da area do
atual Ird conquistando em seguida a Lidia, a Siria, a Babilonia, a Palestina,
a Arménia e o Turquestao, fundando o Império Persa.

As conquistas foram levadas adiante por seu filho Cambises II, que
conquistou o Egito, e Dario I, que expandiu o poderio persa até a Europa,
conquistando a Tracia e consolidando seu poder na Anatdlia formando o
maior império que o mundo de entdo tinha visto. No auge de seu poder, os
Agueménidas governavam um império que abrangia cerca de 8 milhdes de
quildmetros quadrados ao longo de trés continentes: Asia, Africa e Europa.
Em 480 a.C., estima-se que 50 milhdes de pessoas viviam no Império
Aguemeénida.

O formidavel e extenso Império Persa (atuais Ird, Iraque, Siria,
Egito e partes da India e Asia Menor), que atingira seu apogeu
nos séculos V e IV, com Ciro, Cambises, Dario e Xerxes, seria
derrotado e ocupado por Alexandre, apos destruir sua capital,

Persépolis (331 a. C).
(ROSA, 2012, p.98).

Apds a tentativa frustrada de Dario de conquistar a Grécia, o
Império Aqueménida comecou a declinar. Décadas de golpes, revoltas e
assassinatos enfraqueceram o poder da dinastia, embora o império
continuasse relativamente poderoso. Por volta de 330 a.C., os persas nao
suportaram as incursoes e ataques do rei macedonio Alexandre, o Grande.
Sendo assim, em 330 a.C., o Ultimo rei aqueménida, Dario III, foi
assassinado por um de seus satrapas, Besso, e o primeiro Império Persa
caiu em maos dos gregos e macedonios.

A Grécia Helénica

A Grécia Helénica (800-336 a.C.) segundo Eves, apresentou um
grande crescimento intelectual e cientifico surpreendente, um periodo
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notavel, no que diz respeito as realizagdes humanas. Era o viver e o pensar
grego. O periodo testemunhou realizagoes intelectuais extraordinarias.

A Grécia Helénica era um mosaico de cidades-estados e de
pequenas fazendas dispersas. Ndo era uma planicie ampla
dividida por rios grandes e lamacentos, como o Egito e a
Babil6nia; ao contrario, era um pais cortado por longas cadeias
de montanhas ingremes e por baias sinuosas que penetravam
fundo seu interior. Seus vales eram estreitos e pontilhados de
grandes pedras, seus rios, rasos e seu solo, ressequido. Suas
cidades-estados separavam-se umas das outras por montanhas
ingremes e alcantiladas; suas fazendas, em vales pequenos,
eram divididas por afloramentos de rochas e por trechos de
terra infértil. Devido em parte a seu isolamento e em parte as
dimensbes restritas das areas circunvizinhas, as pequenas
cidades e fazendas da Grécia Helénica estavam resguardadas
de projetos expansionistas. E inegavel que os gregos fizeram
varias guerras, mas raramente uma cidade-Estado conseguia
anexar outra. Alguns fazendeiros gregos ricos chegaram a
formar grandes propriedades, mas nunca na escala observada
no Egito ou na Babilonia. Nesse cadinho, onde poder e riqueza
estavam dispersos, era viavel a criagdo de republicas
democraticas; e foi isso exatamente o que os gregos fizeram na
cidade de Atenas sobranceira as ilhas que pontilhavam o golfo
Saronico.

(EVES, 2011, p.91)

Segundo o tedrico, o azeite e o vinho de Atenas eram considerados
os mais finos da regido do mar mediterraneo. Sem mencionar as produgoes
artistica advindas das maos dos artesdos da cidade, que eram vendidos
tanto dentro quanto fora da Grécia. O mercado de Atenas, a agora, era o
principal elo que ligava as transagbes comerciais do mediterraneo oriental,
sendo que toda vida intelectual girava em torno da agora. Ali pessoas de
todos os tipos se reunido para conversar.

Fil6sofos como Sécrates (4697 - 399 a.C.) e Platado (427? -347
a.C.), cientistas como Aristételes (384-322 a.C.) e dramaturgos
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como Aristofanes (445? - 385? a.C.) sentavam-se a sombra,
cercados de discipulos, admiradores e cidaddos interessados e
trocavam ideias. Embora a dgora ateniense fosse a maior da
Grécia Helénica, outros mercados, em outras cidades
comerciais, como Corinto, Rodes e Mileto, tinham uma funcao
semelhante.

(EVES, 2011, p.92)

Os gregos foram os primeiros a romper as algemas do
conservadorismo e a libertar a razdo, capacitando-a mais e mais. No que
tange ao brilhantismo nos mais diversos campos, como da educagao, das
artes, do direito, da politica, da medicina e da filosofia, os gregos foram os
criadores da ciéncia e os iniciadores do espirito cientifico. Tudo isso, foi
fruto de um longo e complexo processo de desenvolvimento e
aperfeicoamento e, nao apenas de génio ou de uma geracao privilegiada

Periodo Classico

Grécia vivia o periodo classico, caracterizado pela hegemonia e
imperialismo das cidades de Atenas, Esparta e Tebas. Um momento
marcado por invasOes e conflitos. Entretanto mesmo com tais conflitos,
muitos estudiosos acreditam que a Grécia viveu nesse periodo, seu apogeu
como civilizacdo, devido as mudangas politico-administrativas em Atenas e
a disseminacao desse modelo para as outras cidades-estados gregas (como
Esparta e Tebas) acabaram deixando marcadas o auge da Antiguidade

grega.

O resultado Principal das vitorias Gregas foi a expansao e a
hegemonia de Atenas. Nessa cidade, sob o dominio de Péricles,
na segunda metade do século V a.C., os elementos
democraticos tornaram-se cada vez mais influentes.
Constituiam a forga condutora da expansdo econémica e militar
e, por volta de 430 a.C., fizeram de Atenas ndo apenas a
cabeca do Império Grego, mas também o centro de uma nova
e fascinante civilizacdo — A idade de ouro da Grécia.

(STRUIK, 1992, p.75).
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No governo de Péricles, a Grécia viveu um apice cultural, pois ele
protegeu os artistas e ordenou a construcdo de varios monumentos. A
estatua de Zeus olimpico, construida pelo escultor Fidias, foi considerada
uma das maravilhas do mundo antigo. Templos, teatros, anfiteatros e
Odeons eram construido em marmore para a grandeza da Grécia, para que
ela fosse vista pelos estrangeiros e sua beleza divulgada no mundo inteiro.
Seus padrdes de colunas eram invejados e copiados por outros povos.

A Guerra do Peloponeso

No ano de 431 a.C., a rivalidade econémica e politica existente
entre Atenas e Esparta e as cidades aliadas culminou na guerra do
Peloponeso (431 a.C. — 403 a.C.), trazendo destruicao, conflitos sociais e
empobrecimento. Em Atenas, os vestigios de uma guerra prolongada
deixou um rastro de ruina aos pequenos camponeses que foram obrigados
a abandonar suas terras e a se mudar para area urbana. A derrota de
Atenas trouxe a instalagao de oligarquias em toda a Grécia.

A paz chegou ao fim em 431 a.C. com o inicio da Guerra do
Peloponeso entre Atenas e Esparta. Foi um conflito
inusitadamente longo. Atenas, ao inicio vitoriosa, foi assolada
por uma peste devastadora que matou um quarto de sua
populacdo; e por fim, em 404 a.C., teve de aceitar uma derrota
humilhante. Esparta assumiu a lideranga grega que sd veio a
perder em 371 a.C. ao ser derrotada por uma liga de cidades-
estados rebeldes.

(EVES, 2011, p.131)

Com o fim da Guerra do Peloponeso, em 403 a.C., veio o
periodo marcado pela hegemonia de Esparta até 362 a.C., seguida pela
supremacia da cidade de Tebas. Os constantes desentendimentos bélicos
entre as cidades gregas somente conseguiram abalar a unidade do pais,
propiciando a Filipe II que concretizasse a conquista da Grécia em 338
a.C., na batalha de Queronéia. Felipe foi sucedido por seu filho Alexandre,
o grande, (336 a.C. — 323 a.C.), que fundou o Império Macedobnico,
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englobando a Grécia, a Pérsia, a Mesopotamia e o Egito. Chegava ao fim o
mais brilhante periodo da Grécia antiga.

Os contemporaneos de Eudoxo

O grego Eudoxo de Cnido (408-355 a.C.) viveu durante o Periodo
Classico Grego, marcado por muitos conflitos e invasdes imbricados em um
cenario de guerra, que marcou o contexto politico e social da Grécia nesse
periodo. Frente a esse cendrio, cabe mencionar alguns dos
contemporaneos de Eudoxo, como:

Democrito de Abdera

= =1

"De todos os meus contempordneos tenho
coberto o mais terreno em minhas viagens,
fazendo as perguntas mais exaustivas do
tempo, tenho visto a maioria dos climas e
paises e ouvidos o maior numero de homens
instruidos.” (DEMOCRITOF

A Idade Heroica da Matematica foi marcada por grandes produgGes
matematicas, mas também pelos atores que participaram desse periodo.
Dentre eles, estava Demdcrito de Abdera, o qual era conhecido como o
fildsofo da Quimica. Ele viveu aproximadamente entre os anos de 460 a
370 a.C., foi quem propds uma doutrina materialista atomica. Além disso,

2 Disponivel em: <http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Democritus.html>
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teve destaque no campo da geometria e grande conhecimento na area da
matemadtica, fruto das inimeras viagens realizadas. Passou por Atenas,
Egito, Mesopotdmia e, provavelmente, pela India. Por causa dessas
viagens, ele foi considerado o homem que mais viajou em seu tempo em
busca de conhecimento. (BOYER, 2010, p. 54)

De acordo com Boyer (2010, p. 55), Demdcrito escreveu inimeras
obras em matematica, a saber, “Sobre os numeros, Sobre a geometria,
Sobre tangéncias, Sobre representacdes e Sobre irracionais”, sendo que
estas nao foram preservadas e se perderam com o tempo. Todavia, depois
de séculos, foram atribuidos a ele muitos trados de matematica e quimica,
dentre estes, estdao antigos trados de alquimia e os livros sobre o
pitagorismo, sobre a ordem do mundo e sobre ética.

Sobre a teoria atomica de Democrito, de acordo com O’Connor e
Robertson (1999), esta provavelmente tenha sofrido influéncias tanto de
seu professor Leucipo e de Anaxagoras, pois ambos propuseram
anteriormente um sistema atomico, e também dos pitagdricos, por meio da
teoria dos sdlidos regulares, com relacao a constituicdo do universo. No
entanto, a proposicao de Demdcrito apresentava uma configuragdo mais
elaborada e sistematica do mundo fisico, do que a teoria dos seus
antecessores. Como mostra o trecho a seguir.

[...] o espago, ou o Vazio, tinha um direito igual com a
realidade, ou Ser, para ser considerado existente. Ele concebeu
o Vazio como um vacuo, um espaco infinito no qual movia um
nimero infinito de atomos que constituiam o Ser (isto é, o
mundo fisico). Esses atomos sdo eternos e
invisiveis; absolutamente pequeno, tdo pequeno que seu
tamanho ndo pode ser diminuido (dai o nome de atomon, ou
"indivisivel") ; absolutamente cheio e incompressivel, como eles
sdao sem poros e preencher inteiramente o espago que
ocupam; e homogénea, diferindo apenas em forma, disposicdo,
posicdo e magnitude.?

3 Disponivel em: <www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Democritus.html>
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Democrito acreditava, segundo Boyer (2010, p. 55), que o
surgimento do mundo e de tantos outros, foram resultados ordenados ou
coagulagdes de atomos em grupos que apresentaram alguma semelhanca.
De acordo com O’Connor e Robertson (1999), a teoria atbmica de
Democrito ndo abriga espaco para crer que o mundo tenha surgido por
uma intervencao Divina. “Este nao foi um mundo que surgiu através do
design ou propdsito de algum ser sobrenatural, mas sim um mundo que
surgiu por necessidade, isto &, pela prépria natureza dos atomos.”

Apesar da teoria atdmica de Demdcrito fosse imbricada de leis
matematicas, a Idade Heroica foi lembrada, segundo Boyer (2010, p. 56),
pelo legado matematico que abrangeu seis problemas, a saber, quadratura
do circulo, duplicacdo do cubo, trisseccao do angulo, razdo de grandezas
incomensuraveis, paradoxo do movimento e validade dos nUmeros
infinitesimais. Assim, essa época ficou marcada pela ousadia em atacar
problemas imprescindiveis da matematica, por esse motivo ficou conhecida
como Idade Heroica que compreendeu o periodo de Anaxagoras até
Arquitas.

Arquitas de Tarento

"Para se tornar conhecedor de coisas que
ndo se sabe, é preciso aprender com 0s
outros ou descobrir por si mesmo. Agora a
aprendizagem deriva de outra pessoa e é
estrangeira, ao passo que descobrir € por e
por si mesmo. Descobrir sem procurar é
dificil e raro, mas com a busca € manejavel
e facil, embora alguém que ndo sabe como
procurar ndo pode encontrar.” (ARQUITAS)’

4 Disponivel em: <http://www.somatematica.com.br/biograf/tarento.php>
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Esse grego, segundo O’Connor e Robertson (1999), viveu em
Tarentum (hoje Tarento), sul da Itdlia, por volta de 428 a.C. até 350 a.C.
Fora matematico, estadista e fildsofo também chegou a ser comandante
chefe das forcas em Tarento por sete anos, pois buscou formar uma
alianca com as cidades gregas, com o objetivo de proteger os pitagoricos
contra as ofensivas ndao-gregas.

De acordo com os autores, Arquitas foi aluno de Filolaus e defendia
a filosofia dos Pitagoras, a qual tinha como premissa que a matematica
canalizava para o entendimento de todas as coisas.

Arquitas, na concepcao dos autores, foi um estudioso da
matematica e considerava que as outras disciplinas dependiam desta. Ele
dividiu a matematica em quatro ramos, ou seja, em geometria, aritmética,
astronomia e musica, o que ele chamou de quadrivium. Trabalhou com a
média harmonica, nome dado por ele, com o interesse no problema de
duplicagao do cubo, que consistia em descobrir o lado de um cubo com o
dobro do volume do cubo dado. Além disso, o grego fora considerado, por
vezes, como o fundador da mecanica, pois inventou dois artefatos, a saber,
uma ave mecanica e um chocalho para criangas.

Ainda sobre alguns dos feitos de Arquitas cabe ressaltar que ele

Escreveu sobre as utilizacdes das médias aritméticas e
geométricas, sobre métodos interativos para determinagdo de
raizes quadradas e, também, sobre geometria analitica e
introduziu o estudo da média harmoénica na musica. Com
relagdo a mdsica escreveu Harmonia, da qual conhecemos
alguns fragmentos, e sempre a achou mais importante que a
literatura no ensino das criangas, dentro de um nucleo
educacional denominado de quadrivium, formado pelas
aritmética, geometria, musica e astronomia. Suas ideias
contribuiram para que a Matematica se tornasse matéria basica
na educacgo atual’.

Arquitas de Tarento, segundo O'connor e Robertson (1999), via a
politica e a ética sobre o prisma da matematica, da seguinte forma:

3 Disponivel em: <http://www.somatematica.com.br/biograf/tarento.php>
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Quando o raciocinio matematico foi encontrado, ele verifica a
faccao politica e aumenta a concérdia, pois ndo ha vantagem
injusta em sua presenca, e a igualdade reina. Com o raciocinio
matematico suavizamos as diferencas em nossas relagdes uns
com o0s outros. Através dele os pobres tomam dos poderosos,
e os ricos dao aos necessitados, ambos confiando nela para
obter uma parte igual6 [...]l

O grego Arquitas fora um homem justo e prudente, porque
considerou a razdo a responsavel pelo aprimoramento da sociedade. Era
também bondoso e apreciava as criangas. (BOYER, 2010, p. 48)

Arquitas sobrepujou a Aritmética da geometria, pois acreditava na
eficiéncia dos nimeros e na filosofia pitagorica. Ele também afirmou que
entre dois inteiros que estdao na razao n : (n + 1) nao poderia haver um
numero inteiro que fosse um média geométrica. Ainda mais, acreditava que
a matematica era importante porque influenciava no aprendizado. Assim, a
participacdao consideravel da matematica no cenario da educacdo se deve,
em boa parte, a Arquitas. (BOYER, 2010, p. 49)

Plalao (ou Plato)

"[...] que a realidade que o pensamento
clentifico estd procurando deve ser expressivel
em termos matematicos, sendo a matematica o
tipo de pensamento mais preciso e definido do
qgual somos capazes. O significado dessa ideia
para o desenvolvimento da ciéncia desde o
inicio até o presente tem sido imenso.”

6Disponl'vel em: <http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Archytas.html>.
"Disponivel em: <http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Plato.html|>.

108



Ensaios Temdticos - Histéria e Matemdtica em sala de aula

Um filésofo eminente da Grécia antiga que exerceu influéncia no
mundo pagdo e na ideologia da igreja Romana por intermédio de Santo
Agostinho. Ele nasceu e morreu em Atenas (427 — 345 a.C.), fora aprendiz
de Sdcrates e adquiriu conhecimentos pitagdricos quando viajou pela Africa
do Sul e pela Itdlia, os quais foram utilizados em suas doutrinas. Em 387
a.C., criou a célebre Academia que perdurou até o ano de 529 d.C., como o
Ultimo centro da cultua helenista paga, sendo fechada pelo imperador
Justiniano. Platdo teve interesse pela politica, o que fez escrever sobre a
arte de governar e concepcao da Sociedade humana, além de ter
participado do processo de ensinar a governar uma cidade, Siracusa. Em
seus escritos sobre filosofia, cerca de 30 didlogos e inUmeras cartas,
prevaleceu o uso do método da Dialética. (ROSA, 2012, p. 128-129)

Na Republica de Platao, escrita por volta de 360 a.C., encontram-se
os ideias da classe dirigente esclavagista. Os membros da Republica,
provavelmente, estudaram os quadrivium, composto pela aritmética,
geometria, astronomia e musica, para compreender a leis do universo.
Neste cenario, discutiu-se sobre os fundamentos da matematica e da
cosmogonia especulativa. Participaram dessa época da Academia de Platdao
os matematicos Arquitas, Teeteto e Eudoxo. (STRUIK, 1992, p. 83)

Sobre Platao, Boyer (2010, p. 58) afirmou que “Embora o proprio
Platdo ndo tenha dado contribuicdo especifica digna de nota a resultados
matematicos técnicos, ele era o centro da atividade matematica da época e
guiava e inspirava o seu desenvolvimento.”

Nas portas da Academia de Platdo estava a frase “"Que ninguém que
ignore a geometria entre aqui”. Por se interessar pela Geometria, Platdo
ficou conhecido ndo como matematico e sim como o “criador de
matematicos.” (BOYER, 2010, p. 58)

Na perspectiva de Boyer (2010), é provavel que Arquitas tenha
influenciado Platao a enveredar pela Matematica, quando visitou aquele em
Sicilia por volta de 388 a.C.. Nessa viagem, talvez, Platdo obteve
conhecimento acerca dos cinco sélidos regulares. Esses eram ligados aos
quatro elementos de Empédocles (terra, fogo, ar e agua). O culto dos
pitagdricos ao dodecaedro fez com que Platdo o considerasse o quinto e
ultimo sdlido regular como uma representacdo do universo. Os poliedros
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regulares foram chamados de corpos cdsmicos ou sodlidos platonicos, pela
maneira como Platdo os utilizou para explicar os fendbmenos cientificos.

Aqui cabe ressaltar, de acordo com Boyer (2010, p. 59) que citou
Proclo, que foram os Pitdgoras que construiram as figuras cosmicas e
Teeteto quem, a priori, escreveu sobre eles. E mais, consta no livro XIII
dos Elementos de Euclides que os Pitagoras tinham conhecimento sobre
trés dos cincos sélidos regulares, mas foi somente por meio de Teeteto que
0 octaedro e icosaedro ficaram conhecidos.

A biografia de Teeteto e algumas das suas contribuicOes para a
Matematica serdo apresentadas adiante no contexto da evolucdo do tema,
como um dos personagens participe na abordagem acerca das grandezas
incomensuraveis.

Aristoteles

"Mas meu argumento ndo rouba de qualquer
modo os matematicos de seu estudo, embora
nega a existéncia do infinito no sentido de
existéncia real como algo aumentado a tal
ponto que ndo pode ser passado
completamente,; Pois, como €eles sdo, eles ndo
precisam do infinito ou usa-lo, mas apenas
exigem que a linha reta finita deve ser o
tempo que quiserem. ... Portanto, ndo fard
diferenca para eles com o proposito de
provas.”

O nascimento de Aristételes ocorreu, segundo O’Connor e
Robertson (1999), em 384 a.C. na Grécia em Estagira, Macedonia, e sua
morte por volta de 322 a.C., em Chalcis, Eubéia, no territorio Grego. Era

8 Disponivel em: <http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Aristotle.html>.
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filho do médico Nicomaco, o qual fora médico pessoal do rei da Macedobnia,
Amyntas III, e da Phaestis, sua mae.

Aristoteles foi considerado o maior fildsofo, pensador e cientista da
Antiguidade e um dos mais sabios de todos os tempos. Ele redigiu textos
sobre Fisica, Matematica, Biologia, Zoologia, Psicologia, Politica, Légica e
Etica. Conviveu na Academia de Platdo por um periodo de quase duas
décadas. Também fundou uma escola chamada Liceu, em 334 a.C., apds a
morte de Platdo. A escola de Aristoteles também fora administrada, apos a
morte deste, por Teofrasto (322 a 287 a.C.), depois por Estratao (287 —
270 a.C.), seguidos de Licon (270-228 a.C.), Cratetes e Arcesilau. Essa
escola destinou-se ao estudo e a pesquisa em inUmeras areas, sobretudo,
nas Ciéncias Naturais, Astronomia e Fisica. (ROSA, 2012, p. 131)

A obra de Aristdteles, segundo Rosa (2012), estava divida em dois
tipos, a saber, uma para o grande publico, escrita em forma de didlogo
como o Eudemo, que abordava a imortalidade da alma, Protético,
apresentava um elogio a vida contemplativa, Sobre a Filosofia, essa era
contraria a teoria platonica das ideias. A outra obra se destinava aos alunos
e abordava sobre Ciéncias e Filosofia.

No final do século V a.C., de acordo com Roque e Carvalho (2012,
p. 61-62), Aristoteles, bem como Platdo, procurou encontrar meios que
apurassem os tipos de afirmagdao que uma pessoa podia fazer, para
diferenciar o juizo falso do correto e, assim, determinar critérios de
verdade. Nesse periodo, as opinides eram vastas, por isso foi imperativo a
criacdo de critérios que decidissem quem estava com a razao, o que para
Platdo serviu para distinguir os individuos perceptiveis de suas cdpias. Tudo
isso deveria estar fundamentado em definicGes inteligiveis. Frente a esse
cenario, Aristoteles desenvolvera, a posteriori, uma ldgica, onde os critérios
de verdade estavam ligados com o nexo e ao rigor da demonstragao, ou
seja, num conjunto de conclusOes as ideias deveriam convergir daquilo que
foi falado anteriormente, sem que houvesse contestacdo do raciocinio.
Assim, Aristoteles e Platao utilizaram da Matematica para erigir esta nova
forma de pensamento.

Aqui cabe ressaltar que as concisas biografias apresentadas nessa
secao sao apenas um recorte na Histdria da Matematica, onde procuramos
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enfatizar alguns dos feitos desses importantes homens que viveram na
Grécia antiga e que se debrucaram em inUmeras tarefas com o fito de
contribuir com seus conhecimentos para o avanco da Matematica e outras
areas do conhecimento.

A seguir sao mencionadas as contribuicdes do grego Eudoxo de
Cnido para o que foi a crise (ou ndo) dos fundamentos da matematica, a
descoberta das grandezas incomensuraveis.

Eudoxo de Cnido (408 a.C - 355 a.C)

"Eu, de boa vontade, morreria queimado
como Faetonte, se esse fosse o preco a
pagar para alcangar o sol e saber gual a sua
forma, tamanho e substincia”. EUDOXO
(BOYER, 1996, p.57)

Eudoxo, também chamado de Eudoxo de Cnido, nasceu em 408 a.C
na antiga cidade grega de Cnido, na Asia menor (atualmente é Knidos e
pertence a Turquia), foi um matematico, astrénomo e filosofo que viveu
durante o periodo classico grego, que foi marcado por muitas disputas e
invasoes, que foi o pano de fundo politico e social da Grécia nesse periodo
(EVES, 2011).

O Eudoxo de Cnido foi discipulo de Platao e, também o primeiro a
descrever satisfatoriamente as esferas celestes e um dos primeiros a

? Fonte: http://calculaveis.blogspot.com.br/2009/06/eudoxo.html
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descrever o movimento do sol, da lua e dos cinco planetas conhecidos da
época. Nao sdo muitas as informagoes disponiveis sobre ele. Sabemos que
ele esteve na cidade de Tarento, na Itdlia, onde estudou com um discipulo
muito promissor de Pitagoras, cujo nome era Arquitas. E Por pertencer a
uma familia de pessoas que pendiam para a medicina, Eudoxo estudou
Medicina na Sicilia, antes de se dirigir para Atenas, onde ficou algum tempo
participando de muitas discussdes sobre filosofia e astronomia com Platao
e outros estudiosos (s6 matematica)®’.

A academia platonica de Atenas tornou-se centro matematico
do mundo, e dessa escola provieram os principais mestres e
pesquisadores durante os meados do quarto século a.C. Desses
o maior foi Eudoxo de Cnido, que foi um discipulo de Platdo e
tornou-se o mais célebre matematico do seu tempo.

(BOYER, 1996, p.61)

Eudoxo, além disso, ndo era apenas um matematico e na
historia da ciéncia é conhecido como o pai da astronomia
cientifica.

(BOYER, 1996, p.64)

Eudoxo elaborou um trabalho que entraria para a histdria, registrou
pela primeira vez que a duracao do ano ndo era s6 de 365 dias, mas 365
dias e seis horas. Ele foi também o gerador da ideia de explicar o
movimento dos planetas e das estrelas, por meio de uma composigao de
esferas concéntricas, deixando a terra no centro e variando os raios, cada
uma variando uniformemente, em torno de um eixo fixo em relagao a
esfera posterior em torno da Terra. Esse tipo de sistema chegaria a um
patamar superior, quase meio milénio depois, com os estudos de outro
grego muito famoso, Ptolomeu, de Alexandria. (MacTutor History of
Mathematics archive)'!

Segundo Boyer (1996), Eudoxo foi com toda certeza o melhor
matematico da idade helénica, contudo suas producbes se perderam, mas
sua influéncia é observada na maioria das obras de autores que o

% http://www.somatematica.com.br/biograf/eudoxo.php
1 http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Eudoxus.html
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sucederam. Ficou conhecido como um dos matematicos mais brilhantes de
sua época, por dominar muito as técnicas da geometria conhecida. Seus
trabalhos merecem todos nossos créditos, quando elabora procedimentos
matematicos para calcular a area de superficies. Assim, através desta sua
técnica, que ficou conhecido como “Método da Exaustdao”, trabalha com
figuras curvilineas e trata os conceitos dos infinitésimos, o conceito de
Soma Superior e Soma Inferior, 0 que muito influenciaria os criadores do
calculo integral.

Segundo Arquimedes, foi Eudoxo quem forneceu o lema que
hoje tem o nome de Arquimedes, as vezes chamado axioma de
Arguimedes e que serviu de base para o "método da exaustao”,
o0 equivalente grego do calculo integral.

(Boyer, 1996, p.62, 63)

O método de exaustdo, que pode ser considerado como a
resposta da escola platonica aos paradoxos de Zendo,
comumente e creditado a Eudoxo (c. 370 a.C.). O método
admite que wuma grandeza possa ser subdividida
indefinidamente e sua base e a proposicdo: Se de uma
grandeza qualquer se subtrai uma parte ndo menor que sua
metade, do restante subtrai-se também uma parte ndo menor
gue sua metade, e assim por diante, se chegara por fim a uma
grandeza menor que qualquer outra predeterminada da mesma
espécie.

(EVES, 2011, p.419)

Assim, podemos representar o Método da Exaustdo utilizando o
calculo da area do circulo. Para tanto, temos de inscrever e circunscrever
poligonos regulares na figura geométrica no circulo. Percebe-se que a
medida que os lados dos poligonos aumentam, temos uma convergéncia
para a area real do circulo. Na maioria das vezes Eudoxo nao escreveria
suas conclusdes acerca da matematica. Apenas transmitia seus resultados
via oral. Contudo, estas conclusdes passaram de pessoas a pessoas, de
geracao em geracao, chegando aos homens do século XX. Dessa forma
Eudoxo, através de sua genialidade, de sua conjectura, principalmente, em
ter criado o método de exaustdo, contribuiu de forma significativa e
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definitiva para o advento das ideias de Newton, Leibniz e Riemann, na
elaboracdo do trabalho mais importante dos Ultimos tempos: o
desenvolvimento das integrais'®.

A primeira crise nos fundamentos da matematica ocorreu no
século V a.C.; na verdade, essa crise nao poderia ter ocorrido
muito antes pois, como vimos, a matematica, como ciéncia
dedutiva, ndo e anterior ao século VI a.C., tendo se originado
talvez com Tales, Pitagoras e seus discipulos. A crise se
desencadeou com a descoberta de que nem todas as grandezas
geométricas da mesma espécie sdo comensuraveis; mostrou-
se, por exemplo, que a diagonal e o lado de um quadrado nao
admitem uma unidade de medida comum. Como a teoria
pitagorica das grandezas se baseava na crenca intuitiva de que
todas as grandezas da mesma espécie deveriam ser
comensuraveis, a descoberta de segmentos incomensuraveis
provocou grandes transtornos. Por exemplo, toda a teoria
pitagdrica das proporcdes, com todas as suas consequéncias,
teria que ser jogada fora por infundada. A superacdo dessa
crise ndo foi facil nem rapida. Foi levada a efeito por volta de
370 a.C. pelo brilhante Eudoxo, cuja revisao da teoria das
grandezas e propor¢des e uma das grandes obras-primas
matematicas de todos os tempos. A notavel abordagem dos
incomensuraveis de Eudoxo pode ser encontrada no quinto livro
dos Elementos de Euclides e coincide em esséncia com a
moderna teoria dos nuUmeros irracionais dada por Richard
Dedekind em 1872. Focalizamos essa primeira crise na Segdo 3-
5 e sua resolucdo na Secdo 5-5. E bem possivel que essa crise
seja grandemente responsavel pela subsequente instituicdo e
adocdo do método axiomatico em matematica.

(EVES, 2011, p.673)

Pelo exposto acima, Eudoxo, Contribuiu muito para o
desenvolvimento da matematica. Ele elaborou férmulas para calcular o
volume dos cones e das piramides. Contudo a maior parte de seu esforco
foi dedicada a estabelecer comparagdes entre segmentos. Elaborou, entdo,
uma teoria das proporgbes na qual incluiu as chamados grandezas
incomensuraveis, teoria que tantas discussdes gerou no passado.

2 http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Eudoxus.html
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Personagens e grandezas comensuraveis e incomensuraveis
Tales de Mileto

Tales viveu, segundo Rosa (2012, p. 121), entre os periodos de 624
a 558 a.C., era estadista, fildsofo, matematico e astrénomo. Foi o primeiro
filosofo grego e fundador da Escola Jonica, além de ser, considerado por
muitos, o pai da Filosofia e dos Sete Sabios da Grécia.

Entre as convicgdes de Tales, de acordo com Rosa (2012),
acreditava que a terra era plana como se fosse um disco, via o0 sol e a lua
como vapores abrasadores que navegavam pelo firmamento. Além disso,
ele previu, de acordo com Herddoto citado pelo autor, o Eclipse solar em
maio de 525 a.C. e via esse acontecimento como um fendmeno natural,
sem que houvesse alguma intervencao divina. No campo da Geometria,
teve destaque por demonstrar teoremas e fomentar um método que
calculava a distancia dos barcos até a margem. O que fez de Tales,
segundo Cajori (2007, p.45), o primeiro a aplicar a Geometria a usos
praticos. Esse autor também afirma que Tales inseriu o estudo da
Geometria na Grécia.

Sobre Tales, Berlinghoff e Gouvéa (2010, p. 15) afirmam que

De Tales se diz que foi a primeira pessoa a tentar demonstrar
algum teorema geométrico, inclusive a afirmacdo de que a
soma dos angulos de um tridngulo é igual a dois angulos retos,
que os lados de tridngulos semelhantes s3o proporcionais e que
um circulo é cortado ao meio por qualquer de seus diametros.
(BERLINGHOFF e GOUVEA, 2010, p. 15)

De acordo com Boyer (2010, p. 32), Tales organizou a geometria
dedutiva e demonstrou os seguintes teoremas: “Um circulo é bissectado
por um diametro”; “Os angulos da base de um tridngulo isdsceles sdo
iguais”; “Os pares de angulos opostos formados por duas retas que se
cortam sdo iguais”; “Se dois tridngulos s3do tais que dois angulos e um lado
de um s3do iguais respectivamente a dois angulos e um lado de outro,
entdo os triangulos sdo congruentes”.
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Além desses feitos, nas concepcdes do mesmo autor, Didgenes
Laércio, Plinio e Plutarco afirmaram que Tales descobrira a altura das
piramides do Egito e para tal feito ela utilizou as sombras de um bastdo e
das piramides.

O fato supracitado ocorrera quando Tales, segundo Cajori (2007, p.
44), viajou pelo Egito, onde permaneceu por alguns anos e durante este
tempo estudou com os sacerdotes daquele lugar sobre Fisica e Matematica.
Com o tempo, Tales sobrepujou os seus mestres e ganhara admiracao do
rei Amasis quando mediu as alturas das piramides com auxilio de suas
sombras. E, de acordo com Plutarco, “isto foi feito porque a razao do
comprimento da sombra de um bastao na vertical para o comprimento da
sombra da piramide é igual a razdo entre as alturas do bastdo e da
piramide.”

Sobre o procedimento de Tales no cdlculo das alturas das
piramides, Cajori (2007) conjectura que a solugdo do problema estivesse
imbricada do saber sobre proporcao e este era conhecido pelos egipcios
por meio do papiro de Ahmes.

De acordo com Didgenes Laércio, citado por Cajori (2007, p. 44),
“as piramides foram medidas por Tales de modo diferente; a saber,
medindo o comprimento da sombra da piramide no momento em que o
comprimento da sombra do bastdo é igual a este.”

Diante do exposto, Cajori (2007) diz que certamente as duas
maneiras apresentadas foram usadas por Tales para determinar as alturas
das piramides do Egito.

Frente a esse cenario, é possivel que Tales de Mileto tenha se
deparado com as grandezas incomensuraveis no enfrentamento de
problemas que envolviam razOes, como por exemplo, ao abordar razoes
entre segmentos de retas em um dos teoremas que levou o seu nome,
conhecido como Teorema de Tales. “O Teorema de Tales é de importancia
fundamental em Geometria Plana, pois dele depende toda a teoria sobre
semelhanga de figuras; em particular, os teoremas sobre semelhanca de
tridngulos.” (AVILA, 1985, p. 8-9)

O autor do paragrafo precedente afirma que a descoberta dos
incomensuraveis, na antiguidade, veio a colocar em dlvida a teoria de
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Tales, entre outras, pois era preciso determinar uma forma de demonstrar
esse teorema quando estivesse envolvido com segmentos incomensuraveis.
Todavia, esse impasse somente foi resolvido com a definicao eudoxiana
para a igualde de razdes, cuja abordagem nao se preocupava com a
distingdo entre grandezas comensuraveis e incomensuraveis. Falaremos
mais sobre essa definicao quando tratarmos de Eudoxo.

A Histdria da Matematica relata que as grandezas comensuraveis ja
fazia parte do conhecimento dos matematicos da antiguidade, entretanto,
com a descoberta das grandezas incomensuraveis, o cenario mudou frente
as teorias que serviam de base de sustentacdo para a igualdade de razoes.
Sobre esse fato, alguns autores atribuem aos Pitagoras a descoberta
dessas, quando trataram da razao entre o lado de um quadro e sua
diagonal. Sobre este fato, entre outros, relacionado aos pitagdricos,
abordaremos a seguir como um dos personagens que contribuiu direta ou
indiretamente para evolugdo do tema, as grandezas incomensuraveis.

Pitagoras

Pitagoras viveu em Samos, uma cidade da J6nia, durante o periodo
de 580 a 497 a.C., aproximadamente. Em Crotana, uma col6nia grega no
sul da Itdlia, erigiu a Escola de Pitagoras, onde abordava sobre Filosofia,
Matematica e Ciéncias Naturais. A escola era tida como um confraria ligada
por ritos secretos e religiosos. (ROSA, 2012, p. 122; EVES, 2011, p. 97)

A filosofia pitagdrica, na concepcao de Eves (2011, p. 97), creditava
aos numeros todas as caracteristicas do homem e da matéria. O que,
segundo Rosa (2012, p. 123), explicara o entendimento universal ou a
consonancia dos divergentes, ou seja, seco com Umido; frio com quente;
bom com mau; justo com injusto; masculino com feminino. Além disso, a
proporcionalidade admitiria uma sistematizacao ordenada de opostos no
mundo, isto é, no Césmos, e este por possuir uma estrutura harmonica
estaria presente em todas as coisas e também na alma.
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Nos relatos de Proclo, onde citou Eudemo, foram creditadas aos
Pitagoras duas descobertas, a saber, a construgdo dos sélidos regulares e a
teoria das proporcionais. (BOYER, 2010, p. 38)

Esse autor relata ainda que Pitagoras teve conhecimento das
médias aritmética, geométrica e harmonica na Mesopotamia, sendo que
esta Ultima era conhecida como média subcontraria.

Ao matematico Pitagoras fora atribuido, segundo Eves (2011, p.
103), um teorema na Geometria sobre triangulos retangulos que levou o
seu nome. Esse teorema era conhecido dos povos babilonios, entretanto,
fora demostrado, a priori, por Pitagoras.

Na concepcao de Eves (2011, p. 104), os nimeros inteiros estavam
relacionados aos processos de contar colecoes finitas, no entanto, frente as
atividades que exigiam outras habilidades matematicas, como por exemplo,
medir, foi preciso criar outros nimeros chamados de racionais, os quais
compreendiam todos os inteiros e as fracdes. Assim, para os matematicos
daquele tempo, todo ndmero racional podia ser representado
geometricamente por um ponto na reta. Todavia, Pitagoras percebeu que
ndo havia nem um ndmero racional na reta, que representasse a diagonal
de um quadrado cuja medida do lado fosse um. Com isso, surgiam 0s
numeros irracionais como uma descoberta dos Pitagoras.

A descoberta dos nimeros irracionais, segundo Eves (2011, p. 105),
trouxera um descrédito a filosofia pitagorica, a qual acreditava que tudo
dependia dos nuUmeros inteiros e qualquer grandeza poderia ser
representada por um ndmero racional.

A definicao de proporcao dos Pitagoras também ficou comprometida
com a descoberta dos numeros irracionais, pois aquela acreditava que duas
grandezas de mesma espécie sempre seriam comensuraveis, o que
invalidou a teoria geral das figuras semelhantes dos pitagoricos.

Com a descoberta das grandezas incomensuraveis, quando ndo é
possivel expressar a razao de duas grandezas por meio de dois nimeros
inteiros, Boyer (2010) e Eves (2011) compartilham que houve uma crise
nos fundamentos da matematica, todavia, Roque (2012, p. 122) contrapde
as ideias desses dois autores, ao afirmar que
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A possibilidade de existirem grandezas incomensuraveis ndo
teria representado, assim, nenhum tipo de escandalo ou crise
no fundamento da matematica grega. Ao contrario, sua
existéncia seria uma circunstancia positiva, pois teria sido
responsavel pelo desenvolvimento de novas técnicas
matematicas para lidar com razoes e proporgoes.

(ROQUE, 2012, p. 122)

De posse do trecho supracitado, € razoavel acreditar que, de certa
forma, os Pitagoras contribuiram para o fomento de ideias, a posteriori,
que viessem a contornar a problematica das incomensuraveis, visto que
esta teve origem na escola pitagdrica. Outro fato é que a teoria pitagorica
das raz0es se mostrava inadequada para enfrentar as grandezas
incomensuraveis, e que, presumidamente, foi preciso criar outras formas
para lhe dar com tais grandezas, como foi o0 caso da antifairese, utilizada
por Teeteto e a definicao de Eudoxo para a teoria das proporgoes.

As contribuicOes de Teeteto para Matematica e para as grandezas
incomensuraveis serao apresentadas a seguir, além disso, fora um dos
personagens da Histdria da Matematica que, segundo Boyer (2010, p. 59),
escreveu um vasto estudo acerca dos cinco sélidos regulares.

Eudoxo

Observando a teoria das proporgoes, a definicao elaborada por
Eudoxo permitia a comparacao de comprimentos ou grandezas
incomensuraveis (irracionais) de maneira semelhante a multiplicacdo em
cruz. Para a matematica da época, uma das grandes dificuldades era que
certas grandezas nao eram comensuraveis.

A descoberta de grandezas incomensuraveis foi feita
pelos pitagoricos; e representou um momento de crise
na Matematica [...]

[...] dizer que a razao de dois segmentos A e B € a
fracdo m/n significa dizer que existe um segmento 0 tal
que A = md e B = nd. Ora, com a descoberta dos

120



Ensaios Temdticos - Histéria e Matemdtica em sala de aula

incomensuraveis, ficou claro que isso nem sempre seria
possivel. Como entdo poderia o nUmero ser o
fundamento de todos os fen6menos naturais, se nem
sequer eram suficientes para exprimir a razdo de dois
segmentos? )

(AVILA, 2005, p.53)

Segundo Avila (2005), hoje é facil de compreender que a
crise provocada pela descoberta dos incomensuraveis seria resolvida com a
entrada das fragbes e dos numeros irracionais. Contudo, os gregos
trilharam outro caminho, trabalhando um modo de se expressar em
igualdade de razbes mesmo as grandezas incomensuraveis. Com isso,
Eudoxo cria a teoria das proporcoes que sO dependia dos numeros
naturais.

"0 Livro V e uma exposicdo magistral da teoria das proporgoes
de Eudoxo. Foi por meio dessa teoria, aplicavel tanto a
grandezas comensuraveis como a grandezas incomensuraveis,
que se resolveu o “escandalo logico” decorrente da descoberta
Umeros irracionai itagoricos.
dos numeros irracionais pelos pitagoricos.”
(EVES, 2011, p.163)

Eudoxo, com a sua definicao de igualdade de duas razoes, ele cria a
teoria da proporgdes, apenas com uso de nimeros naturais, a pesar que
tenha sido uma solugdo brilhante da crise, segundo Avila (2005), ela
atrasou por mais de um milénio o desenvolvimento da Aritmética e Algebra,
sobretudo, porque submeteu essas areas ao estudo da Geometria, como é
mostrado muito bem na exposicao feita nos Elementos de Euclides.

Eudoxo morreu em 355 a.C. em Cnido, sua cidade natal, apesar de
suas obras na matematica, astronomia e até na geografia ndao terem
chegado aos dias de hoje, é sabido por estudiosos que o sucederam nesses
campos, que Eudoxo escreveu Sobre os contatos de um circulo e de uma
esfera, Sobre a Geometria, Sobre 0s nimeros e Sobre as linhas e os sélidos
irracionais (Rosa, 2012).

Segundo Rosa (2012), competiu a Eudoxo a demonstracao do
famoso Teorema de Hipdcrates de Quios — que aparece no livro XII de Os
Elementos de Euclides — sobre a proporcionalidade das areas dos circulos
aos quadrados dos seus diametros. A contribuicdo de Eudoxo para a
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Matematica foi extraordinaria, porque ndo se limitou apenas a
demonstracdo de teoremas, a elaboragdao da Teoria das Proporgdes e a
demonstracdo do método de exaustdo; esclareceu também as proporgdes
do segmento aureo e criou o método formal de apresentar teoremas e
axiomas geométricos. Eudoxo é, igualmente, famoso na Astronomia, pois
foi o autor da Teoria das Esferas Homocéntricas, conceito astronomico de
grande influéncia durante os 1800 anos seguintes e influenciou iniUmeros
astronomos ao desenvolvimento dessa ciéncia.

Teeteto

Nas concepgOes dos autores O’Connor e Robertson (1999), Teeteto
viveu no periodo entre 417 a 369 a.C em Atenas na Grécia e, de acordo
com Boyer (2010, p. 59), era amigo de Platao e filho de um dos mais ricos
patricios da Atica. Esse autor relatou também que Teeteto desenvolvera
um estudo extenso sobre os cinco solidos regulares e fora o primeiro a
escreve sobre eles, visto que os Pitdgoras s6 conheciam apenas trés desses
solidos.

Com a morte de Teeteto, segundo Boyer (2010), Platdo
homenageou 0 amigo ao atribuir a palavra “Teeteto” ao nome de um
didlogo que aconteceu entre Teeteto, Socrates e Teodoro. Na ocasido se
discutiu sobre as grandezas incomensuraveis. E mais

Supbe-se que essa discussdo tomou mais ou menos a
forma que encontramos no inicio do livro X de Os
elementos. Aqui sdo feitas distingdes nédo s6 entre
grandezas comensuraveis e incomensuraveis, mas entre
aqueles que, sendo incomensuraveis em comprimento,
sao ou nao sio incomensuraveis em quadrado. Raizes
como V3 e /5 sdo incomensuraveis em comprimento,
mas nao s&o comensuraveis em quadrado, pois seus

quadrados tém razdo 3 e 5. As grandezas V1++/3 e

V14 /5, por outro lado, s&o incomensuraveis tanto em
comprimento quanto em quadrado.
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(BOYRE, 2010, p. 59)

Outra mengao foi atribuida a Teeteto, com base nas concepgdes dos
historiadores Freudenthal, Knorr e Fowler, citada por Roque (2012, p. 119),
no que tange o fomento de um método chamado antifairese, onde era
utilizado em situacGes que envolviam a pratica com razoes, isto durante o
periodo do século IV.

Fowler, citado por Roque (2012), afirma que no lapso pré-Euclides
era comum o uso da teoria de razdao por meio da antifairese sem a
verificacao de proporgoes.

A respeito da etimologia e do método antifairese, Roque (2012, p.
119) destaca:

A palavra antifairese vem do grego e significa, literalmente,
“subtracdo reciproca”. Na algebra moderna, o procedimento é
semelhante ao conhecido como “algoritmo de Euclides” e sua
funcdo é encontrar o maior divisor comum entre dois nimeros.
O procedimento das “subtracdes mdutuas”, ou “subtragGes
reciprocas”, consiste em: dados dois nimeros (ou grandezas),
em cada passo subtrai-se, do maior, um multiplo do menor, de
modo que o resto seja menor do que o menor dos dois
numeros considerados. O método da antifairese descreve uma
série de comparacgoes. (Grifo da autora)

(ROQUE, 2012, p. 119)

O método supracitado, segundo a autora, podia ser aplicado para
comprar dois segmentos de reta, de tal forma que o Ultimo segmento
encontrado, apds as mutuas subtracdes, coubesse um numero inteiro de
vezes em cada um dos segmentos anteriores. Dessa forma, era possivel
aproximar a geometria a aritmética, pois cada segmento teria uma medida.
Assim, a semelhanca entre figuras podia ser vista pelo viés da proporgao
aritmética, ou seja, pela igualdade das razdes entre nimeros. Todavia,
essa abordagem ndo era vélida diante das grandezas incomensuraveis; o
que reduziu a eficacia da antifairese somente para casos particulares, ou
seja, com as razdes comensuraveis.

123



Ensaios Temdticos - Histéria e Matemdtica em sala de aula

O historiador Fowler destacou que a técnica da antifairese foi
utilizada para fomentar uma teoria de razao que nao dependesse da
proporgdo. Para esse historiador, a tradicdo grega perpassava por trés
formas de razao, a saber, uma da teoria musical, outra da astronomia e
uma outra da antifairese.

Roque (2012) destaca que a tomada de conhecimento sobre as
grandezas incomensuraveis ocasionou um cenario propicio para avangos na
Matematica e defende que nao houve uma crise, contrapondo os relatos de
alguns textos histdricos que defendem que a crise existiu.

Em Ultima andlise, Roque (2012) defende que a
incomensurabilidade tenha sido descoberta por meio de uma abordagem
geométrica na antiguidade por volta dos anos 430 a 410 a.C., e esta
descoberta teria sido difundida pelos trabalhos de Teeteto. Seus trabalhos
mostraram que duas razOes sdo incomensuraveis em um problema que
usou o lado para medir a diagonal de um quadrado.

Sobre este fato, Roque (2012, p. 127) apresenta o procedimento da
antifairese com algumas adaptacgoes a linguagem atual, onde mostra que o
lado e a diagonal do quadrado s3ao grandezas incomensuraveis, a saber.

Seja o quadrado ABCD de lado AB e diagonal AC. Suponhamos
que AB e AC sejam comensuraveis, logo existe um segmento,
AP, a unidade de medida, que mede AB e AC. Em primeiro
lugar, queremos construir um quadro menor que ABCD cujo
lado esteja sobre a diagonal AC e cuja diagonal esteja sobre o
lado AB.

Seja B; um ponto em AC tal
que B;C = AB. Marcando um
ponto C; sobre AB (com B;C,
perpendicular a AC), podemos
construir um quadrado AB;C;D,
de lados AB; = BC; e
diagonal AC; sobra AB. Isso €
possivel porque CAB = B,AC, é
a metade de um angulo reto; e
AB;C; é um angulo reto. Logo, ° mumte: GeaGebra/Tustragio 4
ACB; é > reto; e o tridngulo

AB,C; ¢é isosceles, com AB; = B,C;.

124



Ensaios Temdticos - Histéria e Matemdtica em sala de aula

Mas como, por construgdao, BC = B;C, o triangulo BCB; €
isdsceles e temos que B;BC = BB;C = B;BC; = BB;C; (pois CB.
C, e CB4C; sdo retos). Isso significa que o triangulo B,C;B
também é isdsceles e concluimos que BC; = B;C;. Podemos,
assim, exprimir o lado e a diagonal do novo quadrado, AB; e
AC;, em funcao do lado e da diagonal do quadrado inicial, AB e
AC:

AB, = AC-B;,C=AC-AB

AC; = AB-BC; = AB-B;C; = AB—AB; = AB—-AC + AB = 2AB
-AC

Pela igualdade exposta acima, se AB e AC forem comensuraveis
com relacdo a unidade de medida AP, o lado e a diagonal do
quadro menor, AB; e AC,,
também serdo. Para
concluir a demonstracdo,
precisamos evidenciar que,
do mesmo modo que
construimos AB;C;D; sobre
o lado e a diagonal de
ABCD, podem-se construir
novos quadrados, menores,
dessa vez sobre o lado e a
diagonal do quadrado
pequeno AB;C;D;.

Supondo que o lado e a diagonal do novo quadrado sdo,
respectivamente, AB, e AC,, como na Ilustracdo 5, temos de
mostrar que esses segmentos podem ser tornados menores do
que qualquer quantidade dada. Isto €&, repetimos o
procedimento até obter um quadrado de lado AB, e diagonal
AC, cujos comprimentos sdao menores do que a unidade AP
(quantidade dada), ainda que este seja muito pequena.

Feito isso, continuando o processo indefinidamente, para
qualquer que seja a escolha inicial do segmento AP, poderemos
obter um quadrado de lado AB, e diagonal AC,, comensuraveis
em relacdo a AP, tal que se cheguea AB, < AC, < AP, o0 que
serd uma contradicdo, uma vez que AP é unidade de medida.
Se escolhermos AP menor do que a escolha inicial, teremos o
mesmo resultado, logo, ndo serd possivel encontrar uma
medida comum entre o lado e a diagonal: eles sao
incomensuraveis. (ROQUE, 2012, p. 127)

o A
Dy

C

Fonie : GeoFebraflustracdo 5
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Acerca da antifairese entre o lado e a diagonal do quadro com
feicdo geométrica, Roque (2012) afirmou que esse modo de fazer surgiu,
provavelmente, nos séculos V e IV a.C., todavia a execucao do
procedimento ndao estava vinculada a demonstracao  da
incomensurabilidade.

Outros fatos surgiram a respeito da descoberta dos
incomensuraveis, segundo a perspectiva dessa autora, um deles atribuido a
Euclides por meio da aritmética. Outro a Aristdteles, no final do século IV
a.C., quando se referia a prova da incomensurabilidade por contradicdo ao
afirmar que “se o lado e o diametro sao considerados comensuraveis um
em relacdo ao outro, pode-se deduzir que os nimeros impares sdo iguais
aos pares; essa contradicao afirma, portanto, a incomensurabilidade das
duas grandezas.” (ROQUE, 2012, p. 131)

Na Matematica grega pré-Euclide, os problemas geométricos, de
acordo com Roque (2012), eram calculados por meio da utilizacao de
nimeros. Com a descoberta das incomensuraveis, houve o rompimento
entre as grandezas e os numeros. Assim, a reorganizacao da Matematica
s6 ocorrera depois de muito tempo com a teoria das proporcoes de
Eudoxo, o qual mostrou uma solucao que erradicou a dificuldade em
representar as razOes entre grandezas incomensuraveis.

Sobre a teoria das propor¢des de Eudoxo para solucionar o
problema das grandezas incomensuraveis, ela serd abordada com mais
detalhes quando voltarmos a falar desse matematico e de sua valiosa
contribuicao para o avanco da Matematica e de como sua teoria influenciou
outras mentes na criacao da teoria dos nimeros.

Abordagens de autores que se debrucaram sobre o estudo das
grandezas incomensuraveis, com o fito de verificar outros olhares acerca
do tema e como estes podem auxiliar no ensino da matematica.

Outros olhares sobre as grandezas incomensuraveis

O trabalho de Gongalves e Possani (2009) sobre a descoberta das
grandezas incomensuraveis relata que os textos dos livros de Historia da
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Matemadtica e de Matematica trazem duas versdes contraditorias com
relacdo ao estudo dos incomensuraveis na Grécia Antiga. Uma versao
defende que houve uma crise na matematica, pois os incomensuraveis
contrariava a filosofia pitagdrica que acreditava que tudo podia ser
explicado ou representado pelos nimeros. A outra defende que ndo houve
crise com a descoberta dos incomensuraveis, pelo menos nao ha registros
nas fontes confiaveis sobre a ocorréncia da mesma.

Gongalves e Possani (2009) citam no decorrer do texto alguns
trechos de autores que viram a descoberta dos incomensuraveis como uma
crise na historia da matematica. Esses autores sdao Boyer (1989), Eves
(1969), Kline (1972) e Tannery (1930). Eles atribuiram a descoberta dos
incomensuraveis aos Pitagoras, sobretudo ao Hipaso ou aos primeiros
pitagoricos.

Contrapondo as ideias dos autores supracitados que defenderam a
existéncia da crise na matematica, Gongalves e Possani (2009) arrolam
alguns pensadores que sustentaram a nao ocorréncia da crise, entre eles,
citamos Grattan-Guinness (1997) e Fowler (1999). Aquele afirmou que
Aristoteles ndo mencionou a existéncia de crise na Grécia, pelo contrario,
enfatizou que os gregos vivenciaram um periodo de avangos na
Matematica; enquanto este, apoiado nos trabalhos de Burkert (1962) e de
Knnor (1975), defendeu através de alegacdo que a descoberta dos
incomensuraveis ndo ocasionou uma crise na Matematica.

Por fim, Gongalves e Possani (2009) em suas consideragoes
afirmaram que a crise dos incomensuraveis ndo ocorreu e ela s6 existiu por
falta de um rigor na interpretacdo das fontes de informacdo. Alegaram
também que esse mal entendido n3ao ocorre apenas na Histéria da
Matematica, mas em outras areas do conhecimento, como por exemplo, na
Histoéria da Literatura.

Para os autores a versao adequada da  histéria da
incomensurabilidade, pelo rigor historiografico, € de que ndao houve uma
crise no fundamento da Matematica que envolvesse os Pitagoras. Todavia,
os trabalhos anteriores que defenderam a existéncia da crise ndao devem
ser considerados invalidos, pois a histdria dos incomensuraveis foi escrita
por meio de aproximagdes, como todo fato histdrico, sendo estas
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aprimoradas com novas pesquisas, mas que nao tornam as anteriores
menos importantes.

No trabalho de Avila (1984) sobre grandezas incomensuraveis e
numeros irracionais, foi defendido que houve uma crise sustenta na
descoberta das grandezas incomensuraveis pelos pitagoricos durante os
anos de 450 a 400 a.C., quando esses demonstraram, por meio
geométrico, que o lado e a diagonal de um quadrado eram segmentos
incomensuraveis.

De acordo com o autor, a descoberta supracitada representou um
revés na filosofia pitagorica, a qual era arraigada na crenca de que os
numeros representavam todos os fendmenos presentes na Geometria, na
Astronomia, na Musica e na Fisica. Os Pitagoras conheciam apenas os
nimeros naturais ou inteiros e ndo consideravam as fragbes como
nlmeros, pois elas estavam representadas nas razoes entre grandezas de
mesma espécie. Com a descoberta dos incomensuraveis, eles perceberam
que os nuUmeros naturais eram insuficientes para relacionar duas
grandezas. E mais, o paradoxo de Zeno também contribuiu para um
cenario de crise na Matematica, onde a consonancia da Geometria com os
numeros ficou comprometida.

Avila (1984) afirmou que a crise instalada na Matemética s6 foi
resolvida de fato com a criacao da teoria dos nimeros reais no século XIX,
principalmente, pelos trabalhos do matematico alemdo Richard Dedekind
(1831-1916). No entanto, o autor mencionou que a crise dos
incomensuraveis fora resolvida, a priori, por Eudoxo na primeira metade do
4° a.C., quando esse fomentou uma teoria das proporgdes que superou a
dificuldade das grandezas incomensuraveis ao utilizar somente ndmeros
inteiros positivos.

Os recortes dos trabalhos de Goncalves, Possani e Avila
apresentados aqui tentaram mostrar os olhares desses autores sobre o
tema das grandezas incomensuraveis e suas perspectivas com relagdo a
existéncia ou ndo de uma crise no fundamento da Matematica.

Assim, é relevante que o ensino de Matematica esteja pautado na
Histéria da Matematica e, com isso, subsidiar o trabalho do professor em
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sala de forma consistente em relagdo a veracidade dos fatos, pois “[...]
nenhuma outra disciplina perde mais do que a matematica quando
dissociada de sua histéria” (GLAISHER, apud CAJORI, 2007, p. 2)

Consideracoes finais

Neste trabalho procuramos ressaltar a importancia do ensino das
grandezas comensuraveis e incomensuraveis no Ensino Basico, bem como,
mostrar que é possivel ensinar os referidos conteldos, levando em
consideracao o seu desenvolvimento e seus construtores ao longo da
histéria de forma prazerosa e atraente. Dessa forma, o texto proposto é
um recorte que tém como objetivo auxiliar a pratica pedagdgica docente
por meio da utilizagdo da histdria da matematica como recurso didatico nas
aulas de matematica, em especial de nos estudos das proporcdes, com
intuito de facilitar o processo da aprendizagem dos alunos.

Atualmente é consenso reconhecer que o professor tem um papel
fundamental no processo de aprendizagem, uma vez que cabe a esse 0
papel de se preocupar tanto com a aprendizagem dos conteldos
matematicos quanto com o desenvolvimento a capacidade geral de
aprender. E necessario explorar sua capacidade de equilibrar momentos de
fazer com momentos de refletir, auxiliando os aprendizes a construirem os
conceitos matematicos.

Aprender Matemadtica esta intimamente liga com o fazer
Matematica, e isso se da por meio da elaboracao de metodologias
matematicas intencionais, que envolvam os mais diversos saberes, pois é
assim que as pessoas adquirem conhecimento. Acreditamos que uma das
maneiras de ajudar nessa empreitada € utilizar a histéria da matematica
como um recurso didatico nas aulas de matematica, e por meio do
diagrama aqui apresentado, dispomos de uma grande ferramenta
potencial, no que diz respeito a aprendizagem que ele querer transmitir.

Nessa dtica, acreditamos que novas pesquisa devem ser feita, a fim
de melhorar este recurso pedagdgico, no que diz respeito a sua utilizacao
na escola, para assim, contribuir para a formacgao tanto dos alunos quanto
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dos professores, ndao s em respeito ao ensino-aprendizagem, mas também
na sua formagao como cidadao.
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