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APRESENTACAO

Caro(a) aluno(a),

Quando falamos de Historia da Matematica (HM) podemos identificar, de modo simplificado,
duas categorias de livros que tratam deste assunto. A primeira categoria € identificada por
dedicar uma abordagem episddica, novelesca, superficial, retérica e ilustrativa dos episodios e,
principalmente, dos matematicos do passado. O segundo grupo de livros prioriza a analise da
Matematica produzida e os motivos pelos quais tais ideias originadas nas antigas civilizagdes
floresceram e adquiriram relevancia de saber cientifico. Lamentamos que a maioria dos livros
traduzidos para a Lingua Portuguesa pertence a primeira categoria. Esta classe de livros
pOUCO Ou quase nada contribui de modo concreto para a futura formacéo do professor, no
que diz respeito a familiarizacao, dominio e aplicacao de uma metodologia de ensino ancorada
em pressupostos histéricos matematicos.

Com esta preocupacéo, apesar de se tratar de um documento inicial, trazemos, em nosso
texto, a discussao da Matematica propriamente dita, produzida e sistematizada por algumas
civilizagcdes que mereceram destaque. Assim, além de conhecer os métodos matematicos
desenvolvidos no passado, nossa intencao € fazer com que vocé adquira o dominio e
conhecimento, tanto do contexto histérico como destes métodos. Sem isso, qualquer
discussdo de carater metodolégico ou tentativa de explorar no ensino o “ludico” ou o
“prazeroso” se torna um mero exercicio de discussao retérica, de conteudo vazio e com
implicacdes em praticas inexistentes.

APRESENTACRO |




As origens do
AU I_A 1 conhecimento - parte 1

Ola aluno(a)!

Nesta primeira aula discutiremos aspectos historicos e matematicos das antigas
sociedades egipcias, grega e mesopotamica. Esta ultima ficou famosa pela
escrita cuneiforme e um sistema de numeracao sexagesimal que discutiremos na
sequéncia.

Objetivo

e Apresentar os aspectos histéricos da origem do conhecimento

8 ‘ Histéria da Matematica




TO PI CU -l A sociedade babilbnica |

OBJETIVO

. Apresentar aspectos algébricos do pensamento

babilonico para a resolugao de problemas

uando a matemadtica tem inicio? Questdes inquietantes como

esta tém ocupado algum lugar ao longo dos tempos. A resposta,

frequentemente, apresenta outra questao, que pode ser resumida
por: O que significa matematica?

Dependendo do ponto de vista que possamos admitir, as raizes do
conhecimento matematico poderiam ser datadas em momentos distintos do
passado. Por exemplo, se tomdssemos a matematica como a legitima representante
doraciocinio axiomatico e argumentado, concluiriamos que a Grécia foi responsavel
pelo seu surgimento.

Por outro lado, se nos restringimos a

y um saber rigoroso, no qual as contradigdes e
= :inconsisténcias ndo possuem mais seu lugar,

SAIBA MAIS! . . .
;€ preciso que consideremos a matematica
Conhega um pouco mais sobre os matemdticos produzida a partir de alguns matematicos, como
acessando, nesta ordem, os sites: éLeibniz, Bolzano e Weiertrass. De acordo com
Leibiniz: http://www.consciencia.org/leibniz. essa perspectiva, a matematica teria surgido na

shtml Europa dos séculos XIX e XX.

Bolzano: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm98/ Acreditamos  que  estas  posigdes
icm31/Bolzano.htm extremistas contribuem apenas para empobrecer
Weiertrass: http://www.somatematica.com.br/ a natureza do conhecimento que materializa
biograf/weier.php certos elementos da cogni¢do e racionalidade

s [umana. Neste sentido, Hodgkin (2005, p. 14)

AULA 1 \ TOPICO 1 \




“lembra que em muitas culturas anteriores a dos gregos os povos antigos utilizaram
operagdes matemadticas para simples operagdes de contagem e medida. Eles
resolviam problemas com graus variados de dificuldades.”

O mesmo autor lembra que varias civilizagdes habitaram a regiao onde hoje é
o Iraque. Varias evidéncias arqueoldgicas indicam a capacidade daqueles povos ao
lidar com problemas matematicos. Historiadores matematicos relatam os modelos
matematicos do Iraque antigo, aparentemente, deveriam compor os contetidos do
Ensino Médio para os estudantes. Ainda hoje, tais modelos sao identificados.

Um dos modelos matematicos mais \

conhecidos trata-se da escrita cuneiforme.
Neste sentido, Hodgkin (2005), p. 20)" B
VOCE SABIA?

A

esclarece que os problemas descritos na escrita .

cuneiforme se relacionavam as coisas prdticas, A escrita suméria, grafada em cuneiforme, ¢ a

encontradas no dia-a-dia do império babilénico. et g dges Dumas sreiiy conlbetda,

.. . A invenca = as n i
O mais interessante era a tentativa de resolver EUE VEneao deve-se as ecessidades de

determinados problemas da édlgebra, como administragao (cobranga de impostos, registro de

. becas de gado, medidas d 1 etc.)”. Link
a resolugdo de um problema, que, descrito cabegas de gado, medidas de cereal etc.)”. Link

. disponivel no material web.
em linguagem moderna, se estabelece por:

21 1
8x—|—3—|—5(8x+3):60.

Hodgkin (2005, p. 22) destaca alguns aspectos da matemdtica do império
babilénico que ainda estdo presentes no modelo atual de ensino, a saber:

- O uso de um sistema sofisticado para a inscri¢ao de numeros;

- A habilidade de lidar com equagdes envolvendo quadrados e outras mais
elevadas;

- O tratamento e a preocupacao com problemas sem uma aplica¢do imediata

na realidade.

' ™

Escrita cuneiforme de 1 até 60

Y 1 o2 w3 w4
w 5 W6 w7 ¥ 8
w9 ¢« 10 o 11 v 12
«am 13 3 14 <% 15 ¥ 16
17 (% 18 19 « 20
@ 30 & 40 & 50 T 60

Figura 1: Sistema de representacao babilénica

10 ‘ Historia da Matematica




A descoberta do sistema sexagesimal por alguns pesquisadores foi uma
revolugao. E para muitos estudiosos o seu surgimento é um mistério. Este sistema
era usado ja em 1800 antes de Cristo e, particularmente em Astronomia, em 1500
a. C. Assim como o teorema de Pitagoras, que ja era conhecido antes dos gregos,
algumas histérias sobre determinados conceitos matematicos sdo dibias e ndo
podemos precisar ou apontar este ou aquele matematico como o pai ou inventor da
propriedade ou teorema.

O sistema sexagesimal ¢ um pequeno exemplo que demonstra que tanto os
egipcios como os babilonicos construiram, ao longo de sua historia, um acervo
matematico significativo. Desenvolveram a aritmética e a algebra, até certo ponto.
Mas essa matemdtica suficiente em certas civilizagdes possuia limitagdes sob o
ponto de vista cientifico.

Por outro lado, uma nova atitude em relagao a matematica teria lugar na Grécia
Antiga, por volta de VI a. C. Na verdade, os gregos mudaram a relagao do homem
com o universo na medida em que, embora sem desprezar totalmente a observagao
e a experimentagdo, passaram a adotar a razdo como o grande instrumento na busca
da verdade.

Identificamos na histéria modelos matematicos comuns entre a sociedade
babil6nicas e a grega, embora as ideias empregadas tivessem sido distintas. De fato,
enquanto que os gregos se interessaram inicialmente pela solugdo geométrica da
equagao quadrdtica, os babilénicos desenvolveram métodos algébricos.

Burton ratifica nossa declaragao quando afirma que os babilonicos descrevem

algumas instrugdes para a obtengao da férmula (em linguagem moderna) da solugao

de x* +ax=b a qual, segundo eles, era dada por x = (%)2 +b —%. “Embora os

matemadticos babilonicos nao tivessem uma férmula para a equagdo quadratica,

eles resolveram alguns casos particulares por meio de procedimentos engenhosos”
(2006, p. 67).

Vamos analisar um problema tipico babilonico do perimetro do retangulo, de
modo que o seu semiperimetro seja dado por x +y =a e suadrea dada por x-y=b,
onde x e y sdo respectivamente o comprimento e a altura. Burton (2006, p. 67)
pergunta: como eles chegaram a solugado deste problema? Como eles especulavam,
uma vez que nao existe uma explicita indica¢do nos textos daquele periodo?

Vamos considerar um caso particular de um retangulo de semiperimetro

X +y=20. Assim eles tabulavam o resultado da drea para as seguintes variagdes:

AULA 1 TOPICO 1
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a () onde 0<z<9. Os babilonios obtiveram entdo a seguinte tabela

=——2z
Y 2

(figura 2) de aproximagdes.
Por exemplo, se temos:

a a
z:0<—>x:—+0ey:E—OHx:y—>2x:20,',x:102y
2

Segue que b=x-y =100 . Podemos observar na tabela abaixo que as 4reas
b=x-y decrescem 2 medida que o valor de z aumenta. Além disso, quando
~ an .
observamos, o valor da expressio (—)"—b se aproxima dos valores de z ao
2

quadrado. Isto ¢, (%)2 —b=2".

g ™

\?
x=3+2 y=5-7 b= xy [%J—b

7= 0 10 10 100 0

7= 1 11 9 99 1

7= 2 12 8 9% 7

z= 3 13 7 91 ¥

= 4 14 6 84 4

=5 15 5 75 5

z= 6 16 4 64 6

7= 7 17 3 51 7*

7= 8 18 2 36 g

z= 9 19 1 19 g’

e vy

Figura 2: Tabela de aproximagdes empregada pelos babilonicos

Burton (2006, p. 68) explica que com certeza em algum momento eles

, . ’ a
comegaram a inverter o procedimento em busca de z, que fornece: z=[(=)> —b.Ea
2
a
) b

a
x=—=+,/(=
2 2 (**). Vejamos um exemplo.

partir de (*), teremos:

a a,
= —_— —_ —b
y=3 (2)

Exemrro 1:

Osbabilonicosbuscaramasolugaoparaoseguinte problemadescritonumtablete

13
Xxt+y=—
em escrita cuneiforme: 2 . Encontre-a.
15
X - e
y 2
AO: 13
SoLucAo =21,
Eles usavam (*), obtendo 4 . Repare que a equagdo inicial ¢
13
=——z
y 4

‘ Histéria da Matematica




L 13 13 13 13
satisfeita, uma vez que x+y = [Z+Z] + [Z_Z] = 2-1 = B Do mesmo modo a

% A entdofad .13 13 15
segunda equagdo ¢ satisfeita, pois (:—I—z)(——z) =5 Agora buscamos o valor
a 169 15
de (=) —b=—7-——=12".
2 4 2
, 169 15 49 7
Portanto: z°=———-—=—+«>z=—. Consequentemente teremos o0s
4 2 16 4
13 7
=—+-=5
seguintes valores: 143 ;1 5 Um raciocinio semelhante pode ser
T4 a4 2
. . X—y= a
trabalhado com o problema da diferenca descrito por: { b Colocamos agora
X-y=

x—2—|—z \’(2) 5

. Assim, nossas solugdes serao dadas por

a a,, a
—_ 7z — — — — +b__
y > y=y3) >

Podem ser encontrados outros problemas menos convencionais nos

().

35
. A ~ X+y=— .
manuscritos babilonicos, como a resolugio de: Y= , traduzido em
x+y+xy=14

notagdo moderna, claramente. Situagdes-problema como esta confirmam o potencial
abstrativo daquele povo que se ocupou de desafios desta natureza que em nada os

remetiam de forma direta as situagées concretas da realidade do dia-a-dia.

35
. < Xty=—
Vejamos a solugdo de 6 , notando que
xt+ty+xy=14
X y=x+y+xy—(x+y)= 14_224_9'-')(.},:4_9.Retomamosaformapadrﬁo
35 6 35
X+y =—=2 X=—-+2z
6 . Pelo mesmo procedimento anterior, escrevemos :13 é Agora
Xy=—= b y =7z
y 6 35 12
6w 49 35, 49 1225 49 49 7
buscamos o valor de (L)2 =)= =— = 2= —
2 6 12 6 144 6 144 12
35 7 7
X = — _——
Segue que nossa solugao final serd dada por: 12122
35 7 7
Y 12 12 3

Burton (2006) ressalta ainda um problema padrao nos manuscritos deste povo

que consistia em manter constante a equagdo x-y =b e variar a outra expressao,
x-y =600

como, por exemplo: .
(x +y)* +120(x —y) = 3700

AULA 1 TOPICO 1
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Aparentemente eles conheciam a identidade (x +y) =(x—y)’ +4xy, que
facilitava a conversio de (x +y)’ = (x —y)’ + 4(600) = (x — y)* + 2400 .

Assim, escrevemos:

(x+y) +120(x —y)= 3700

[(x —y)* +2400] +120(x — y) = 3700 <> (x — y)* +120(x — y) = 1300

Observamos agora que fazendo t=x—y <> t* +120t —1300 =0 . Aplicando

a féormula:
a a
x==+,/(=)+b
2 2
x—y
a a
=5y +b -
(«k**) 2 2
120 120
(—E—f~+1300-——5—::44900-—60::70-—60::10

Baseando-se nestas relagdes, propomos o seguinte problema.

EXERCICIO RESOLVIDO:

Resolva o problema babilonico que em linguagem moderna é descrito por

x—y=10
Xy =600
SoLucAo:
. . 10 10
Usando o que ¢ proposto pelos métodos, temos: x=z +7 e y=z— BN

x =+/25-+600 +5=25+5=30
y=~/25+600 —5=25—-5=20

Neste topico conhecemos alguns métodos algébricos empregados pelos

Agora sabemos que ‘[

babilénicos. No préximo tépico discutiremos de modo introdutério a sociedade

egipcia.

‘ Histéria da Matematica




TO PI CU 2 A sociedade egipcia |

OBJETIVO
. Apresentar alguns aspectos do pensamento aritmético e

geométrico egipcio

\ Os egipcios ndo foram somente um povo que estudou
geometria antes dos gregos. Eles foram os povos mais
. avangados daquela regido (TABAK , 2004, p. 6).

VOCE SABIA?

-
Burton (2006, p. 33) lembra que grande
O Papiro de Moscou, também denominado de :
: parte dos historiadores desenvolveu estudos sobre
Golonishev, foi comprado no ano de 1893 no :
‘o0 Egito Antigo a partir da invasdo de Napoledo
Egito e foi escrito por um escriba desconhecido. :
‘em 1798. Grande parte das informagdes desta
O Papiro contém 25 exemplos, quase todos com :
‘antiga nagdo é oriunda dos Papirus de Rhind e
problemas cotidianos. : ; )
: Golenischev. Este ultimo é usualmente chamado

descobridores.

Por meio da analise desses papiros, constatamos que os egipcios se interessaram
por geometria de modo muito além de suas necessidades praticas. De fato, eles
desenvolveram férmulas que descreviam propriedades de sélidos geométricos.

De fato, no papiro de Moscou, ha 25

- problemas que apresentam antigas situagdes

[

— relacionadas a Geometria Plana e Espacial. O

SAIBA MAIS! problema 14 mostra que os egipcios, em 1850
d.c., ja famili da formul ta d

Conheca mais sobre o Papiro de Rhind acessando Ja cram lafmitiares da loriuia cotreta do

volume da pirdmide truncada. Em notagdo
h(a’ +ab+b?)

http://www.matematica.br/historia/prhind.html moderna, escrevemos: V = f .

o site:

AULA1 ‘TOPICOQ‘ 15




b

Figura 3: O tronco da pirdmide investigada pelos egipcios.

Burton sublinha que provavelmente eles nao conheciam o teorema de modo
generalizado que permite trabalhar com este sélido, contudo alguns indicios
indicam que o mesmo procedimento era usado em grande parte das piramides

construidas. E mais seguro afirmar que eles conheciam a férmula do volume da
h 1
pirdmide quadrangular V:Ea3. De modo andlogo a drea do tridngulo Ebh, 0s

egipcios podem ter suposto que o volume da piramide possuia uma constante de vezes

h(a®’ +ab+b*
ha’ (2006, p. 57). Contudo a férmula V:m

pode ter sido apenas
uma conjectura.

Outro exemplo interessante é encontrado no papiro de Ahmes, conforme
Tabak (2004). Os egipcios cortavam um eixo simétrico no tridngulo e montavam a

seguinte figura reproduzida.

N

Figura 4: Representacao do método geométrico de calculo da area do triangulo

Quando necessitavam realizar calculos com fragdes, os egipcios depararam
o . N . 2 .
com inumeras dificuldades para conceber fragdes do tipo —, escrita numa
5
linguagem moderna. Seus calculos entdo admitiam preferencialmente fragdes do

. 1 - . .
tipo — chamadas de fragdes unitdrias, onde n € N . Por exemplo, temos a seguinte

n - 6 1 1 1 1 . .
representagdo para —=—+—-+—+—(*), embora possamos escrever ainda a
7 4 14
~ . 6 1 1 1 1 1 1
mesma fra¢do do seguinte modo —=—+—+4+-+—+—+—. Burton (2006) relata
7 7 7 7 7 7 7

que provavelmente, um antigo escriba egipcio obteve da seguinte maneira (*). Os

procedimentos abaixo ndo sdo triviais a primeira vista.

16 ‘ Histéria da Matematica




Mas vejamos um caso de divisdo realizada pelos egipcios, como dividir 35 por

. . ..~ 35 ..
8, ou em termos mais modernos, calcular a divisio —= . Inicialmente, comeg¢amos,
8
na primeira coluna, a duplicar o valor de 8, até que ele nao exceda o valor de

35. Em seguida, comegamos a dividir o divisor 8, até completar o resto. Repare

abaixo que destacamos com uma seta os elementos cuja soma correspondente vale

1 1 32+2+41
o numerador 1+2+32=35 e4+_+_:L.
4 8 8
1 8
1—7
LI 2|16
2 ¥ *
133, 4 | 32 <4m Naoexcede!
4 2 4
1, 1/2 | 4
7 1+2+32=35
P 174 | 2
14 2 N -
11 1/8 | 1
il . = restozero
T 1 1 1 3
7 ' 4 14 18 total: 4+1/4+1/8

Figura 5: Método de divisao egipcia

Na figura 5, observamos que, inicialmente, multiplicamos 1Xx7

e depois multiplicamos t7=7-341. Em seguida, multiplicamos
2 2 2
1 7 3 2 1 1

! o .
—X7=-=14+=-=14+-+-—=14+—+—. Vemos a seta indicando o aparecimento
4 4 4

da unidade 1. A partir dai mudamos o denominador de divisao, trocamos 2, 4, 8, ...

por 7, 14, 28,...na condigdo em que a soma dos elementos da segunda coluna resulta

1
6, que é o divisor. Assim, fazemos —x7=1; LX 7= l . LX7 1. Finalmente,

14 2 28 4
vemos na ilustra¢ao do lado esquerdo, com uma marca do lado, os elementos cuja

1 I 1 1 1
soma resulta 6:[3+E]+[H—E+Z]+[E]+[Z] e, quando destacamos os elementos

correspondentes, obteremos: 6_1 + 1 + 1 + L

7 2 4 14 28

EXERCICIO RESOLVIDO:

Divida pelo método egipcio 2.2
4

SoLucAo:

Observamos que escolhemos os elementos da coluna direita de modo que

4=[2+ l] +1+ l . Por outro lado, obtemos: i = l + l + L ; todas sdo fragdes
2 2 2 1 5 2 5 10
unitarias. Por outro lado, obtemos — =5+ —.
4 4

AULA 1 ‘TOPICOQ‘ 17




18

A

1 5 ; P
12 | 24112 o 2 5
1/4 1+1/4 4 16
1/5 1 . 5 20 .
1/10 1/2 » 1/2 2
1/20 1/4 174 1 .
1/2+1/5+1/10=4/5  4=(2+1/2)+1+(1/2) 5¢1/4 21=20+1

Figura 6: Método de divisao egipcio
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Os gregos e sua extraordinaria
matematica |

OBJETIVO
. Discutir aspectos aritméticos do pensamento grego

VOCE SABIA? contribuicdo grega a evolugao
- .

da matemdtica, do ponto
A Escola Pitagérica teve seu nome dado em

de vista da sistematizagdo e
homenagem ao filésofo e matematico grego :
» o ) ) : formalizagdo das ideias, ¢ singular. Encontramos
Pitdgoras. A criacdo denominada de irmandade :

B . . L . ‘em Platdo e Aristételes, raizes e fundamentos
pltagorlca, CuJOS pr1nc1plos tedricosinfluenciaram ... L

o pensamento de Platio ¢ Aristételes. O filosoficos que ainda sdo identificados no saber

pensamento reflexivo de Pitagoras também foi matematico moderno.

determinante para a evolugdo geral da matematica Segundo Popper (1972, 104), “parece

e da filosofia ocidental. :provavel que a teoria das formas de Platdo esteja

‘intimamente associada, na sua origem € no seu
I |

:conteudo, a teoria pitdgérica de que todas as

” %coisas sdo, essencialmente, nimeros.”
=4 3 Um exemplo interessante ¢ descrito
SAIBA MAIS! ainda por Karl Popper. O filésofo austriaco,
Acesse o site http://educacao.uol.com.br/ naturalizado inglés, lembra que o fundador da
filosofia/ult3323u34.jhtm e conhega um pouco ordem pitagérica estava impressionado com duas
mais sobre as contribui¢des de Karl Popper. descobertas: a de que um fenémeno aparentemente

S Lantitativo, como a harmonia musical, dependia
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de razoes numéricas - 1:2;2:3;3:4; e a de que o dngulo reto refletia as razdes
numéricas 3:4:5 ou 5:12:13 (POPPER, 1972, p. 105).

Na perspectiva da escola pitagérica, fundada por Pitdgoras de Samos, por
volta de 560 a. C., a matematica era tratada de maneira muito filosofica e abstrata,
desvinculada das exigéncias da vida prdtica. Nesse contexto, era natural que
separassem o estudo tedrico dos numeros, que chamavam de aritmética, dos
céalculos praticos, que denominavam logistica.

Uma das aplicagdes dessa perspectiva foi o tratamento dado para alguns
solidos geométricos planos que tiveram sua interpretagao no campo da aritmética.
O nosso primeiro caso trata dos ntimeros triangulares, que denotaremos por An .

Abaixo temos as seguintes relagdes:

e ™
1

A=
A=3 =142
A= 6 = 3+3

0 - 000 A= 10 = 6+4
00 DiS0R00 A= 15 = 10+5

h=21=15+6

0 0 s A=6

termo geral | A=A, +n .

Figura 7: Interpretagao geométrica dos ntimeros triangulares

Observamos que arelagio A, =A_  +n
para n>1 pode ser verificada por Indugdo

Matemética, o que ndo foi realizado pelos gregos, W ATENGAO!

uma vez que o processo de indugdo teve sua

Aos pitagoricos é que se deve a distingdo entre

formulagao matematica mais eficaz com Giuseppe o o7 e (DOMINEES, 1091, 15, )

Peano. Observe ainda que podemos escrever:

A =1
A, =142
A, =1+2+3

A

A, =1+2+3+4

Indugio 1
A —14243 4 d(n—1)4n = 0ofY

n
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TEOREMA 1:

O unico numero triangular primo A éo0 3, onde n>1.

DEMONSTRACAO: )
1 n € par
De fato, vimos por indugdo que A = n(nt1) onde n€ N « { ) p . Se
n ¢ impar
n for par, digamos que n =2k onde k € N, segue que:
2k(2k +1
A, = % = k(2k +1)

TEOREMA 2:

O unico nimero pentagonal primo é o 5.

Assim, o Unico caso em que temos um nimero primo ocorre na condi¢ao em

que k=1ou (2k +1)=1+> k =0 o que ndo ocorre. Assim, s6 temos a possibilidade

2(2+1) . .
para k=1—n=2-1".A, =———==3. Na outra situagdo, pode ocorrer que
. , 2 (2k +1)(2k + 2)
n=2k+1 ¢é impar. Dai, escrevemos: A, . = - (k+1)(k +1)

e, neste caso, nenhuma das expressdes pode ser a unidade, ou seja:
(2k+1)=1lou(k+1)=1<k=0.

Observamos que, na época de Pitdgoras, ainda se contava recorrendo-se
ao uso de pedrinhas ou de marcas de pontos na areia. Por outro lado eram os
pitagdéricos observadores atentos de formas geométricas. Sua atengdo culminou
com o aparecimento dos numeros figurados. Estes, como o préprio nome sugere,
resultam de arranjos com pontos ou pedras, como no caso dos numeros triangulares.
Passaremos ao estudo dos numeros quadrangulares.

Consideremos agora os seguintes arranjos que se assemelham a quadrados

ver figura 8.

'd "
D #" 51=1
—

o= 1 o= 1

oo
oo

o=4 | o;=4 =1+3 = A+A,
B,=9 | oy;=9=3+6 = A+A,

000

000 = o=9 0,=16 | o,= 16 = 6+10 = A+A,

R 0= 25| o;=25=15+10 = A +A,
0000 f
coo00 - o= | [B,= nt= A, 44,
0000 = o= 16 ’ termo ge:al )
0000

Figura 8: Interpretagao geométrica dos niimeros quadrangulares
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1 —1
Repare que Dn: An +An—1 _ n(n2+ )+ Il(nz )

geral dos niimeros quadrangulares é descrito por [J,=n’, para n>1.

=n’, para n>1.0 termo

Passaremos a descricdo dos numeros pentagonais, que denotaremos por

Pent, . Para tanto, observemos as seguintes relagdes.

0 Pent,=1

Pent,= 22 = Aoy

0
0 0 Pents=5=1+4=hs0,
00
Pent,= 35 = Ao
" Pent,= 35 = A, #0i= (n+2.4,,)+4,,
00 e n+3"§;"‘1 _n 3;-1
0000 Pents12=3+9 =40,

00
000 termo geral I’ent,,=m3'2-'—'Il

vy

Figura 9: Interpretagao geométrica dos ntimeros pentagonais gregos

Assim, o termo geral dos numeros pentagonais serd descrito por

n(3n—1
Pent, = nBn—l) para n > 1. Usando este fato, enunciamos os teoremas seguintes.
2
DEMONSTRACAO:
, ) n(3n—1)
Supondo que n € par, digamos que n=2k . Pent, =———= para n>1.

. 2k(3-2k —1) sek=1—1-(6—1)=5
Assim, teremos Pent,, = —— = =k(6k —1) < L
2 se k>1 ndo pode ser primo!
Agora analisemos o caso em que n=2k-+1, observando que
2k +1)3(2k+1)—1 2k +-1)(6k +2
c.Pent, | = ( X (2 )7 _{ )2( )_ (2k+1)(3k+1) que do
mesmo modo nao pode ser primo.
TEOREMA 3:
Qualquer nimero pentagonal é um ter¢o de um numero triangular.
DEMONSTRACAO:
Ja vimos que Pent — nGn—1) Assim, fazendo
! 2
m+1
—_—— m
1 1 mm+1) 1
m=3n—1<—>n=m+ -3 =-X ( +)=_XAm
3 2 3 2 3
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0 Hex,= 1 Hex= 28 = 4+d.6
Hex,= 45 = 5+4.10

0 Hex=ns+ 4.4 =n ~4,@= n{2n-1) para nz1
0 0 Hexro=2+41
0 0 :

Hex = n{2n-1}) para nz1 | termo geral

Hex;=15=3+ 4.3

Figura 10: Interpretagao geométrica dos niimeros hexagonais

TEOREMA 4:

Todo nimero hexagonal ¢ um numero triangular.

DEMONSTRACAO:

De fato, sabemos que Hex, =n(2n—1)=n+4-A . Assim, segue que:

:(n_‘_Anfl)_l_B'Anfl:An_{_}'Anfl

_ n(n+1) n 3n(n—1) 4n’—2n (2n—1)(2n—1+1)m=20-1
2 2 2 2 N
_m(m+1)

—T:Am onde m=2n—1

Vejamos agora os numeros heptagonais

descritos abaixo.

~ 0 Hept,= 1
ATENGAUl 4 Hepty= 37 = 1 + 6.6 = 1464,

Hepty= 61 =1+ 6.10 = 1464,

Hept,= 7 =1 + 6.1 = 1464,

Nao foi preservado nenhum documento que

Hept= 1+64_, paranzl

testemunhe as primeiras reflexdes do carater termo geral
aritmético da seita religiosa matematica e

politica denominada de pitagérica. Estes Hepty= 19= 1+ 6.3 = 1468,

numeros figurados compdem uma pequena
LN j

parte de sua obra. No estudo destes nuimeros o . < o . '
Figura 11: Interpretagao geométrica dos ntimeros heptagonais

tipo de representagdo realca a ligagdo entre as
ropriedades numéricas e as formas geométricas . ~
Prop & Pode-se provar por indugio que
(ESTRADA ET AL., 2000, p. 231).
Hept, =1+6-A | paran>1. Por outro lado,

I d esde que:
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—1
(n—1)
2

n
=1+6- =1+3n(n—1)=1-3n+3n" ¢ o termo geral para os

numeros heptagonais.

Para finalizar esta parte, veremos os numeros oblongos ou numeros

retangulares.
e N
0 Obi=2=1.2 o000
0 0000
0000
0000 Ob,=20= 4.5
00 0000
00 Oby=6=2.3 0000
o0 0000
Ob,= n{n+1)
000
000 Oby=12 = 3.4
000
000
A S

Figural2: Interpretagdo geométrica dos numeros retangulares

Para concluir este toépico, discutiremos brevemente alguns aspectos
relacionados a nog¢do de irracionalidade. Os ntmeros naturais {1,2,3,4,....} sdo
obtidos por meio de um processo abstrato de contagem. Por vezes, os antigos
precisaram adicionar quantidades e grandezas e comprimentos. Eves (1983, p.
43) lembra que, diante de algumas medidas em baixa temperatura, necessitamos
do zero ou numeros inteiros negativos. Contudo, em virtude de certas operagdes,
necessitamos de certas entidades abstratas, tais como: g ondep,q€Z ¢ q=0.
Estes niimeros possuem uma representagao geométrica, caso tomemos um segmento

OI =u e a partir deste construimos qualquer fragao.

Figura 13: Interpretagao geométrica dos ntimeros feita por Eves (1983, p. 44)

Eves diz que tivemos um grande momento na histéria quando os pitagéricos
descobriram que, os gregos construiram a diagonal de um quadrado, passando pela
origem O, e tomando sua medida, que neste caso vale V2 ¢, em seguida por uma
rotagdo do compasso, marcando este comprimento na reta, os gregos evidenciaram
que nao existia nenhum niimero que correspondia a tal segmento de comprimento
V2. Mas vejamos outros exemplos de nimeros irracionais. Observe a figura 14,

representa a interpretagdo geométrica do niimero racional V2.
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N V7 h W

T T T T T
0 1 P
Figura 14: Interpretacao geométrica do segmento de comprimento \E

No primeiro caso, seguindo uma demonstra¢ao que foi mencionada por

a
Aristoteles (384-322 a. C.), assumimos que podemos ter \/Ezg onde a,b€eZ
e b=0. Agora vamos admitir sem perda de generalidade que todos os fatores

comuns de divisdo entre a e b foram cancelados, ou seja, MDC{a,b} =1 sao
2

primos entre si. Mas se admitimos que vale V2= % —2= %H a’=2b". Por
outro lado, observamos que a®=2-b *-.a’ é um numero par (*). Assim, a =2k
deve ser par, pois se ele fosse impar a’ =(2k +1)* =4k’ + 4k +1=4(k* + k) +1
¢ um numero impar! Contrariando a condi¢do. Assim, segue que
a=2k — (2k)’ =2b* < 4k* =2b” < 2k’ =b’ > b’ =2k’.  Novamente, com
um argumento semelhante, obtemos que b’ =2k’ é par e, conseqiientemente,
b =2c onde c € Z — {0} . Mas isto implicaria que o ntimero 2 divide b e o nimero
2c divide a, uma vez que a=2k e b=2c onde c € Z—{0}. Por outro lado, isto
contraria a nossa escolha inicial de MDC{a,b} =1. Assim, obtemos um absurdo a
partir da suposigao de que 2 fosse um racional. Segue, entdo, que V2eR-Q.

Agora vejamos o caso de \/5 . Para efetivar esta demonstragdo, enunciamos

o seguinte lema.

LEMA:
O quadrado de um ntmero ¢ divisivel por 3 se, e somente se, o proprio inteiro

o for.

DEMONSTRACAO:

J
3/

o Se um numero ¢ divisivel por
SAIBA MAIS! escrevemos n=3-k. Lembrando que, se n

o nao fosse divisivel por 3, poderiamos escrever
Conhega Theodorus de Cyrene que contribuiu p P

muito para o desenvolvimento da matematica n=3-k+loun=3-k+2. Dal temos as

relagoes:
n’ =(3k)’ =3-3k’
(Bk+1)> =9k’ + 6k +1+1=3(3k’ +2k)+2 .
(3k+2)* =3(3n’ +4n+1)+1

http://www.dec.ufcg.edu.br/biografias/
TeodoroC.html

AULA1 ‘TOPICOS‘ 25




26

Assim, verificamos nossa afirmacgdo a partir da

observagdo das relagoes acima.

Agora suponhamos que 3= % 0 A VOCE SABIA?
onde ab€Zeb=0. Vamos admitir que O circulo e o quadrado sio duas formas
todos os multiplos comuns entre a e b geométricas que aparecem nas civilizagdes
foram eliminados por meio de Zsimpliﬁcac;zio. indiana, chinesa, babil6nica, egipcia e africana
Teremos entdio que 3= % —a’=3b". (GASPAR, 2003, p. 101).

Contudo, observamos que o inteiro 3b* ¢ T
divisivel por 3, assim a’ também serd. Pelo

lema, segue que a sera divisivel por 3, digamos que a=3k. Substituindo em

a’ =3b’ < (3k)’ =3b* < 9k’ =3b’ <> 3k’ =b’. Ou seja, obtemos agora que b’

¢ divisivel por 3 e, conseqiientemente, b o serd. Mas isto ¢ uma contradigdo, pois

haviamos admitido inicialmente que todos os fatores em comum de a e b foram

eliminados, e vimos que 3 divide a e b. Segue que 3= % eR-Q.

Vejamos agora a irracionalidade de \/E Novamente admitimos que

\/(_;:i, onde MDC{a,b} =1, ou seja, todos os fatores em comum de a e b

b

foram eliminados. assim, temos /6 =22 =6 , dai a deve ser par, digamos
a=2c.".4c’ = 6b’ < 2c¢* =3b”, mas observe que 2¢* é par, portanto 3b> deve ser
par, mas apenas b’ e, consequentemente, b deve ser par, digamos b=2d . Isto
seria uma contradicdo, pois, neste caso, 2 dividiria a e b. Assim, \/g ceR-Q.
Eves (1983, p. 45) lembra que Theodorus de Cyrene (425 d. C.) mostrou
a irracionalidade de: v3, 5, V8, 11,15, 17 . Vocé arriscaria a tentar
algum deles?! O mais surpreendente é que a descoberta dos nimeros irracionais
demonstra uma crenca intuitiva dos gregos que pode ser formalizada e revela a
capacidade abstrativa do homem. Mas vale observar que os gregos nao acreditavam
apenas matematicamente, mas também religiosamente que a reta com os niimeros
racionais representava o modelo de continuidade a partir de Pitdgoras de Samos

(GUILLEN, 1983).
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A A matematica produzida
T PI 4 pelos indianos |

OBJETIVO
. Apresentar alguns exemplos do pensamento geométrico

da antiga sociedade indiana

circulo talvez seja o mais antigo simbolo desenhado pela raca

humana. Simples de ser executado ¢ uma forma cotidiana

encontrada na natureza, vista nos céus como os discos da lua e
do sol.

Gaspar (2003, p. 101) lembra que “a primeira nogao de retangulo pode ter
surgido através da confecgdo de esteiras e a formagao do conceito de circulo a partir
da fabricagdo de formas cada vez mais adequadas as necessidades, observando-se
a natureza”.

Encontramos diversas formas geométricas no passado das civilizagdes
mencionadas por Gaspar, relacionadas diretamente ao ritual religioso. Por
exemplo, encontra-se no documento indiano chamado Sulbasutras a descrigao do
altar do falcdo. A ideia era a colocagdo de um passaro sobre a estrutura descrita na

ilustragao a seguir.

Figura 15: O altar do falcao

Ointeressante nessa construgdo concebida para cultos religiosos reside no fato

de que, se o altar fosse construido em outro lado, as razdes de proporcionalidade
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e semelhancas de suas figuras constituintes deveriam ser preservadas. Repare
que, para executar tal problema, os indianos necessitavam solucionar ainda outro:
construir um quadrado de area igual a um retangulo dado.

Os indianos resolviam este problema do seguinte modo. Inicialmente,
consideramos um retangulo qualquer ABCD. Depois, marcamos o ponto L sobre
o lado AD, de modo que AL=AB. Em seguida, consideramos o quadrado
ABML. Agora, bissectamos o lado LD, tomando um ponto médio X, de modo que
dividiremos o retangulo LMCD em dois (LMYX e XYCD), a partir da reta XY .

O préximo passo envolve um deslocamento do retiangulo XYCD para a
posicdo vertical. Em seguida, completamos o quadrado que faltava AQPX. Agora,
a partir do ponto P, giramos o lado PQ até que ele toque o lado BY.O segmento

obtido BT sera o lado do quadrado procurado.

X Y X Y
- - "
L ML ML
o =p _‘
A B A B A B A B
X Y P Lo
LM L
M
-p -

Figura 16: Método geométrico indiano

Exemrro 1:
Consideremos um retangulo ABCD de lados 4 e 6. Vamos construir um

quadrado de mesma érea.

1
? 1 1 Q14 Q
& X
4 4 4 4 4 4 4]\
4 4 4 4 P 1 P 1

Figura 17: Método geométrico indiano
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Seguindo os passos do método indiano e com um pequeno auxilio
do teorema de Pitdgoras, obteremos, a partir do tridngulo retangulo,
25=(x+4)’ +1<(x+4)’=24=4-6..1=4-6. Assim, se buscamos construir
um quadrado de lado ], a partir deste retangulo, concluiremos que 1> =4-6, onde

l=x+4.

ExERcic1o RESOLVIDO 1:
Dado o retangulo ABCD, de lados “a” e “b"”, construa um quadrado de mesma

area que o retangulo dado.

SoLucAo:

Consideremos o retangulo ABCD, de lados a e b. Descrevemos o segmento XY ,
determinando dois segmentos, para o lado BC: o primeiro de comprimento a, e o
restante valendo (b —a). Obtemos, entdo, um quadrado de lado a. O proximo passo

é dividir o segmento de comprimento (b—a) em dois, de modo que tenhamos dois

. b—a
segmentos de Comprlrnento
D C ba
b-a z b-a
7
b X LS X Yy X Y
. a a ' a a . a
A a B a a a
b-a

Q
X a X
- . K a+x - . f-‘-iha
. B

Figura 18: Método geométrico indiano

A . - a - .
Transportando o retangulo de dimensdes e a para a posigao vertical e,

posteriormente, completando o buraco por um quadrado, obtemos a figura final.
Nesta, giramos o segmento ﬁ no sentido anti-hordrio, até tocar um ponto de

um segmento paralelo a PQ. O segmento procurado ¢ denotado por (a+x)=7?.

— b—
Finalmente, a partir do triangulo retangulo obtido, de dimensdes: b-a , Ta +a
2
e (a+x), por Pitagoras, escrevemos:
b— b— b+ b—
Cy o =) Ha b (T =) Hat x)
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b+a, b—a, b’+2ab+a’—b’+2ab—a’
) () = =a'b.

2 2 4

Portanto, temos (a+x)’=a-b.

Segueque: (a4 x)* = (

Sobre as resolugdes anteriores, vale lembrar que os indianos nao possuiam
métodos diretos para a extracdo de raizes quadradas. Como a obtengao do lado do
quadrado desejado é indireta, procuramos o valor de 1° =?, e ndo o valor de 1="2.
Além disso, usamos uma notagdo moderna e aplicamos o teorema de Pitdgoras.
Alguns historiadores presumem que casos particulares deste teorema fossem
conhecidos por algumas civilizagdes, bem antes dos gregos.

Gaspar (2003, p. 112) lembra “que o livro indiano Baudhayan Sulbasutra nao
oferece nenhuma prova deste método, mas é possivel verificar a veracidade deste
método usando Geometria Plana”. Os indianos conheciam ainda outro método para
resolver o mesmo problema.

Inicialmente, consideramos o retangulo ABCD. Novamente, determinamos um
segmento FE, de modo que determinemos um quadrado de lado “a”. Determinamos
por meio do segmento FE, de modo que tenhamos um quadrado ABEF. Agora,
tragamos a mediatriz dos segmentos FD e EC. Prolongamos agora os lados FE até
opontoKe GH até o ponto L. Além disso, prolongamos o lado AB atéo ponto M.
De modo que determinemos a seguinte relagdo: FK=HL=FH=AM. Chegamos,
assim, a determinag¢do do quadrado KFHL.

Por fim, o manuscritoindianoaconselha considerar umretangulo, cuja diagonal
seradadapelosegmento LM eoseuladomenorserd dada por FH. Apartirdotriangulo
retingulo determinado de vértices MLP, obtemos a relagdo: IM =FH +x° (-
O livro indiano assegura que o lado do quadrado procurado que possuird uma area
igual a doretangulo fornecido serd obtido a partir darelagao (*), extraido do triangulo

retingulo. Ou seja, o lado do quadrado procurado é dado por: x* —IM —FH .

D C D o b} c b} C
mediatriz H
b F E F E K F E
» o o ’
A 5 B A a B A a B M A a B
D C L. FH

Figura 19: Método geométrico indiano
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ExEmrLO 2:

Considerando um retangulo de drea 4X6,

VOCE SABIA?

construa um quadrado de mesma drea usando o
Um elemento caracteristico dos rituais indianos método indiano.

era a combinagio de deuses em um unico deus.

Na religido indiana, eles representavam um SorucAo:
deus por um quadrado. Assim, a combinagio de Consideremos o retangulo de lados 4 e 6.
dois deuses resulta no problema matemdtico de Observemos o triangulo retdngulo que apresenta
encontrar a area relativa a soma de dois quadrados as seguintes relagdes:
2 2 2 2 2
dados. x’=LM —FH =5"—1"=25—-1
| =24=4-6".x"=4-6
b ¢ D¢ D¢ b c
1
2 mediatriz —-g—¢." !
1 1
6 F E F E nRGEEE
4 4 4
= = »
Ay B A 4 B A 4 B M A 4 B
D C Ly
1 P
\
1
F S E s
X
4
= »
A, B

Figura 20: Método geométrico indiano

EXERCICIO RESOLVIDO 2:
" rr

Considerando um retangulo de dimensdes “a” e “b”, construa um quadrado

de mesma area.

SoLucAo:

Um método encontrado no manuscrito chamado Satapatha Brahma descrevia
a resolucdo deste problema do seguinte modo: Consideremos dois quadrados ABCD
e PQRS. No préximo passo, marcamos um ponto X, sobre o lado ﬁ de modo que:
PX=AB.Em seguida o documento orienta considerar o tridngulo PXS, de onde

) PX=AB___

extraimos a relagio: SX =PS’ +PX = AB’ —|—E2 .".temos o resultado.
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@<
re=s

P Q P Q P Q

Figura 21: Método geométrico indiano

Para finalizar esta parte relacionada com a matemdtica produzida pelos
indianos, discutiremos o valor aproximado de V2 , que é calculado em alguns

manuscritos indianos, conforme Gaspar (2003, p. 122). De fato, encontramos

nos antigos manuscritos o seguinte valor: \/5—1-1——-1- ————————— . Gaspar
3 34 34 4 3

menciona que, no século XV depois de Cristo, acrescentaram-se os numeros
1

+
3-4-34-33  3-4-34-34
¢ fornecida sobre o modo pelo qual se obtém estes nimeros que aparentemente

para melhorar a aproximagao. Mas nenhuma indicacdo

fornecem uma razodvel aproximagao. Gaspar (2003) afirma que um historiador
matematico, em 1932, concebeu o seguinte procedimento que supostamente se
assemelharia ao que foi feito no passado pelos indianos no manuscrito Sulbasutras.

O procedimento requer a consideragdo de um quadrado ABCD de lado
unitario. Em seguida, devemos tomar outro quadrado equivalente PQRS. Depois
tragamos duas faixas dividindo este quadrado em trés faixas de mesma drea e

agrupamos duas delas (faixa 1 e 3) sobre o quadrado inicial ABCD.

D C ) R S R S R

®
o=

Figura 22: Método geométrico para a aproximacao da raiz de 2.

Resta-nosafaixa 2, destacada. Esta faixa é cortada em dois pedagos indicados.

Em seguida agrupado o quadrado de drea % X % formando um outro quadrado.

. , 1 2
Mas, neste processo, novamente resta-nos o retangulo de drea bxh =—x—
3 3
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Figura 23: Método geométrico para a aproximagao da raiz de 2

A . 12 o
Agora, cortamos este retangulo de drea bxh = ;X; ¢ em 8 pedagos iguais.

Em seguida reagrupamos cada um destes pedagos sobre o quadrado anterior.

. . 1
Observamos que a 4rea de cada pequena faixa é de bxh= [—
3-4

12
X —(=) . Notamos no
83

quadrado abaixo um pequeno buraco correspondente a falta de um quadrado de area

1 l ~ ‘“ 44 2
—X o Nao podemos afirmar que temos um “quase quadrado” XYZT; e o seu lado é

12
1 1(2 1 1 . . .
1+=4= _] =1+4~+— . Imaginemos agora que desejamos determinar um valor para
3 8\3 3 3-4
1 1 1
x, de modo que tenhamos a seguinte condigdo 2x X (1+—+—)—x" =[—T (*).
3 3-4 3-4

D 1
173

1 3 173 8 pedacos

143

Figura 24: Método geométrico para a aproximagao da raiz de 2

Naequagao (*), o termo 2x.(1+ é + 3%}) representa duas vezesa area dafaixa que
buscamos colocar hipoteticamente para concretizar a situagdo de um quadrado de
fato. Nessas contas estamos repetindo duas vezes a mais a drea do pequeno x*, assim
retiramos esta drea uma vez. Como desejamos formar um quadrado e ndo um “quase
quadrado”, e impondo a condigdo (*), podemos obter o x apropriado e preencher
o buraco indicado acima. Mas, em termos de calculo, o termo x°> — 0. Assim,
3%4);[3-%]2 HZXX(;_Z);[}T] TXESu
Entretanto lembramos que tinhamos dois quadrados de drea 1, com o total de 2 e

N 1
reescrevemos (*) por 2xx(1+—+
3

AULA 1 \mmm\ 33




34

de lado \/5 . Agora construimos um quadrado XYZT que deve ter a mesma drea de

1 1 1 1 1 1 1
lado 1+ -4+ ——x>14—4+—— L
3 34

1
~ ——A2=14—+ —.
334 3.4.34 334 3434

Encerramos esta aula discutindo alguns modelos matematicos particulares
devidos aos indianos. Nas proximas aulas retornaremos a um contato interessante

com esta rica cultura matematica.
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As origens do
AU I_A 2 conhecimento - parte 2

Ola aluno(a)!

Nesta aula, continuaremos apresentando alguns exemplos de métodos,
algoritmos e construcdes geométricas das civilizagdes babildnica, egipcia, grega
e arabe. No que se refere aos gregos, evidenciaremos uma particularidade: suas
formas peculiares de pensamento se diferenciaram paulatinamente dos modos de
pensamento das outras civilizagoes.

Objetivo

e Conhecer os modelos matematicos produzidos pelos babilénicos, egipcios,
gregos e arabes

AULA2




TGPI cu -l A sociedade babilbnica |l

OBJETIVO
*  Conhecer aspectos algébricos do

pensamento babilonico para a

resolugao de problemas

uitas das informacgodes
-

a respeito da sociedade

babilonica sio encontradas: '!
: SAIBA MAIS!
na tabua de Plimton 322. Atualmente esta:

exposta na Universidade de Columbia e é datada Plimpton 322 — Tdbua de cerca de 1800 a.C., de
de 1600 antes de Cristo. Larsa, encontra-se atualmente na Universidade

A andlise de um grupo de figuras da de Columbia. A tabua tem quatro colunas de
Tabua possibilita a convic¢do de que o teorema ntimeros, em duas das quais, a maior parte dos
de Pitdgoras era conhecido pelos babilénicos peritos, acreditam que contém uma lista de

(BURTON, 2006). A relagdo entre comprimentos dois dos trés numeros de um triplo pitagérico.

dos lados do triangulo era  descrita por Disponivel em: http://www.malhatlantica.pt/

2 2 2
Xty =z. mathis/Babilonia/Mesopotamia.htm
Burton (2006) questiona se os babilonicos
|
possuiam um método de solugao para a equagio

(*). Observe que

2 2 2 2
x2+y2:zz<—>1+[l] :[E] H[E] —[X] =1, e, fazendo OL:ECB:X,

X X X X X X
temos a* —(3? =1. O problema agora seria construir tridngulos retangulos cujos
lados possuissem comprimentos racionais 1, o e 3, onde o’ — BZ =1. Além disso,
escrevemos (o —fB)(a+0B)=1.

Burton (2006, p. 77) explica que, na equagio (a—@)a+p)=1,

procuramos todos oS nameros racionais que satisfazem o produto

m
igual a 1, colocando, entdo, (a+fB)=—ondemn€Z, a partir de
n
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(a—B)a+B)=1< E(OL —B)=1l<(a—B)= I Assim, resolvemos o sistema:

m n m
a+fBf=—
n . . Ilm n Ilm n
o - Conclui-se facilmente que a=—|—+—| e B=—|———|.
a—B=— 2ln m 2ln m
m m’ +n’ m’ —n’
Ou, ainda, podemos escrever oo =——— e 3=-———(*"). Por outro lado,
2mn 2mn
z
se o= < e B:X(* **) > y=0Px ez=ax. Comparando as equagdes (**) e (***),
m’ +n’ 2 2
tomando X =2mn — y= Bx e Z=QX <> 2:2—. x=m" +n°. Do mesmo modo,
mn

temos y=m’—n’. As formas (x,y,z)=(2mn,m’ —n’,m’ +n*) foram férmulas
também usadas pelos helenos, por Diophantus, um dos mais originais matematicos
da antiguidade (BURTON, 2006, p. 75). Obteremos maiores detalhes sobre
essas formulas mais adiante, pois muitos dos algoritmos discutidos sé tiveram
aprofundamento e maior sistematizagdo com os gregos.

No proéximo topico, discutiremos um pouco da Matematica produzida pelos

egipcios.
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TGPI cu 2 A sociedade egipcia |l

OBJETIVO
. Conhecer aspectos do pensamento

aritmético dos egipcios

o Papiro de Rhind, encontramos problemas que envolvem a

decomposigao de fragdes do tipo 2 . Burton (2006, p. 43) explica
n

que, para numeros divisiveis por 3, escrevia-se 2_1 i
5 1 1 3k 2k 6k
Por exemplo, temos a fragdo — =—+4—— transformada na soma de duas

3-5 2-5 6-5
unitdrias. Na tabela abaixo, vemos algumas relagdes interessantes.

=
-
=]
=
-
-

2 1, . 2 _1 .1
5 3 1% 31 m 124 156 53 30 38 75 77 44 308

T _1 1 T _1 1 2 _1 .1 - [ (P 1
7 4 3B 0 42 56 30 33 7?60 237 ONE TH
T _1 1 z_1 1 z_1,1 .1 2 _ 1 1 1 1
117 & & T T TT -7 58~ 36 238 531 B3~ &0 332 415 458
z_1,1 1 z_1 .1 .1 z_1,1 .1 1 z_1,1

13 B 52 1M A 4 46 326 61 40 144 488 510 BS 51 155

YIRS L IO, 21 1 T 11 z 1 1 1 1
17 12 51 &8 sz s mtm T T T 89~ 60 F 26 T em T aw
z_1,1 1 2 _1 1 1 2 _1 1 1 z_1,.1

19 12 T& 0 14 47 T 30 141 470 &7 ~ 40 335 E36 91 T 130

z_1 1 T _1,1 z_1,1 .1 L s KPR
1o I 4% W 1% 71 40 558 70 95~ &0 380 570
_1,.1 2 _1 1 2 _1,1 1 1 z_1.1 1

FL I TR 1 34 102 738D 19 292 36 57 5&  &73 776
r_1,.1 .1 .1 LI S T B
9 24 BB 174 232 101 102 303 606

Figura 1 — Técnica egipcia de representagdo em fragdes unitarias

Para Eves (1983, p. 10), “¢é interessante observar que toda a geometria
anterior a 600 antes de Cristo é essencialmente cientifica. Geometria das tumbas e
outros artefatos com boa aproximagao”.

Burton (2006, p. 41) relata que “provavelmente eles [os egipcios| conheciam

’”

a seguinte férmula 2_1 + 1 + 1 + L~ Usando esta férmula, podem-se
n

n 2n 3n 6n
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decompor as seguintes fragdes: 2 ; 2.2 ; 2 Neste mesmo papiro, Eves (1983,

357779
p- 9) lembra que a matematica egipcia anterior a 1650 antes de Cristo foi capaz

. 4y’
de precisar o valor de w=|—| =3,1604.... Num contexto geral, Eves afirma que

todas as construgdes possuiam bases quadrangulares regulares. Ai, encontramos
alguns problema relacionados a determinagao do tronco da piramide.

Por exemplo, se consideramos B, a base inferior, B, a base superior e haaltura

A . , h(B, +./B,B, +B
do tronco da piramide, sabemos que a férmula correta é v, = (B, B, +B,) .
3

Mas os antigos babilonicos desenvolveram um interesse semelhante aos egipcios,
h(B, +B,)

usando a formula v, = , que apresenta uma péssima aproximagao.

Contudo, “depois da descoberta do Egito faradnico, os métodos de construgao
das piramides parecem guardar segredos. Depois que Eisenlohr publicou em
1877 o texto do Papiro de Rhind, preciosas informagdes vieram a tona” (BENOIT;
CHEMLA; RITTER, 1992, p. 51). Deste modo nao é muito simples a compreensao
clara de alguns dos métodos desenvolvidos na regido do Nilo.

Neste sentido, Bunt, Jones e Bedient (1988, p. 39) construiram tabelas que
representavam relagdes recursivas caracteristicas das progressdes geométricas. Os
autores indicam que podem ser identificadas nos papiros as relagdes descritas em

relagdo moderna:

S,=r+r' +r +...0" " =rl+r +rt .+
=r(l+[r' +r . ) =

=r(1+[S,.,])..S, =1(S,_, +1).

Esta formula descreve o método da recursdo para a obtengdo da soma dos
termos em P.G. para os egipcios. Compare-a com a férmula atual!
Discutimos, de modo introdutorio, algumas peculiaridades da matematica

egipcia; no préximo tépico nos deteremos na matematica concebida pelos gregos.
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y
Os gregos e sua extraordinaria
matematica Il

OBJETIVO
. Discutir aspectos aritméticos do pensamento

grego relacionados as demonstragdes em

geometria

izalenda que Pitdgoras sacrificou cem bois em gratiddo a inspiracao

adquirida para o toque final do teorema que ha séculos carrega

o seu nome. Ainda existem algumas duvidas sobre a linha de

raciocinio empregada pelos gregos na demonstragao desse teorema. Burton (2006,

p- 107) lembra que, se os métodos do livro II dos Elementos de Euclides foram
usados, teriamos, provavelmente, a demonstragao a seguir.

Consideremos um quadrado de lado a+b e o dividimos em dois outros

quadrados menores de lado a e b, e mais dois retangulos de lados a e b. Em cada

retangulo, determinamos a diagonal descrita por ¢, observada a partir do desenho

(I), (a+b)* =a’+b* +ab+ab
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a-b

() ()

Figura 2 — Relagdes algébrico-geométricas

Na figura 2 (II), extraimos a relagdo
(a+b)y=c’+4- [?] , onde o termo representa

VOCE SABIA? { a drea dos quatro tridngulos retangulos. A prova

i que se vale da nogdo de adigdo de dreas, mostrado

Conheca mais sobre o matemdtico e professor

: em todos os casos acima, pode ter sido empregada

Bhaskara acessando o site: http://www.cefetsp. de modo in depen dente em varias culturas. De

bujfediguintojiant bie baul et ‘ fato, algumas evidéncias relatam este resultado na

— Cultura Chinesa, 600 antes de Cristo. Um diagrama

depois de Cristo, ao considerar o diagrama (III) sem explicagdes mais detalhadas. Dele

b
observamos que 4~[a?]—|—(a—b)2 =c’—2ab+a’—2ab+b’=c’ —a’+b’=c’.

a b b a

b a b a

Figura 3 — Relagdes algébrico-geométricas
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Simmons (1992, p. 220) mostra também uma demonstragao devida a Bhaskara,
b d a e

usandosemelhangadetridnguloeassimtemos: —=— ¢ Z=—ou b>’=cdea’=ce.
c b ¢ a
Por meio de adigdo, temos: b* +a’ =cd +ce =c(d +e)=c-c=c’. Ele explica que

esta demonstragdo foi re-descoberta no século XVII por Issac Newton.

Figura 4 — Relagdes pitagéricas

O teorema de Pitdgoras foi demonstrado de um modo pouco trivial por
Euclides. No seu livro chamado de Elementos, encontramos nao apenas os
postulados de uma Geometria, mas, também, Aritmética e Algebra.

No que se refere a algebra, curiosamente os gregos “conseguiam resolver
equagdes polinomiais do primeiro grau, por intermédio da manipulagio de
grandezas racionais e irracionais que sao representadas por segmentos. Além disso,
todas as operagdes de adigdo e subtragdo de segmentos” (KOUKI, 2008, p. 47).

O problema foi resolvido pelos gregos, inicialmente com a consideragao de
um segmento AB de comprimento a e um retingulo ACDE de area b. O ponto
A estando alinhado B e E ¢ situado entre os dois. Podemos, entdo, seguir com a

construgao dos pontos F, G, H e I respeitando o paralelismo da figura 5.

1 (i

eixo de eixo de
G 5|rnetf|a I H G s1metrla 4 H
X X
E 2B E 4 2 s
A A
b 2 3.4 E3
D C F D 4 C 2 F

Figura 5 — Resolugao geométrica de equagdes

A incégnita x mede o comprimento do lado BHe os triangulos
AFGH =~ AGFD , AFAB >~ AAFC , AAGI =~ AGAE sio de mesma area, donde os
retaingulos ACDE e ABHI, em virtude do eixo de simetria GF. Assim, a area do
quadrado ABHI deve ser de a-x=b.

Vamos considerar a equagao 2x =12 e interpretd-la geometricamente. Para

tanto, usando o raciocinio anterior, consideramos o segmento AB=2 e ACDE
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de drea 3-4 e representamos os segmentos na figura ao lado (II). Pelo motivo de
simetria da figura, teremos 2x=3-4.
Na revista n° 16 do Meu Professor de Matematica, Oscar Guelli apresenta um

problema semelhante: interpretar geometricamente a equagao Xx+2x+X=10.
O problema originalmente encontrado no Livro 2 de Euclides sugere a3ﬁgura.
Anexamos a este retingulo, um novo retangulo de lado 5 e 1+2+§. Vamos
agora construir outro retdngulo com mesma drea do retangulo de lados 2 e 5.
Por isso, deve-se prolongar a diagonal até cortarmos o prolongamento do lado de
comprimento 5.

Comparamosagoraasseguintesareas: S(A) + S(B) 4-S(C) = S(A") +S(B") +S(C") ,
mas desde que S(A ]:S(A )e S(C):S(C] S(B)=S(B ') . Finalmente, poderemos

escrever que S(B)=S(B") <> x- (142 +§) =5-2.

n ) (i

1 i 1
1+2+ - B 1+2+ -
3 3

Figura 6 — Resolu¢do geométrica de equagdes

Vejamos mais dois exemplos do poder do pensamento sistematizado helénico.
Krantz (2006, p. 7) lembra a tripla de inteiros (a,b,c) que satisfaz a* +b* =c’.
As triplas pitagoricas mais conhecidas sado: (3,4,5);(5,12,13);(7,24,25);(20,21,29).
Contudo uma pergunta que afetou varios matemadticos desde os gregos se refere a
possibilidade de listar ou encontrar todas as triplas pitagéricas.

Kratz (1991, p. 68) sublinha que, sem perda de generalidade, MDC{a,b} =1,
ou seja, sao primos entre si. Neste caso, dizemos que (a,b,c) é um terno primitivo
ou um terno reduzido (KRANTZ, 2006, P. 7). Além disso, a e b ndo podem ser
pares neste caso. Assim assumimos que a sera par e b sera impar.

Observamos que: definicio

(a+b)=a’+2ab+b*>a’+b° = ’..c<atbe

N=a+b—c>0«c=~—(a+b) paraalgum inteiro yEZ.

Mas sabemos que:

a’+b’=c—a’+b’=(a+b)—n)
=a’+b’ +2ab—2~(a+b)+~ <> =2va+2+b—2ab
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Assim, observamos que v’ = 2(ya+~b—ab).".~y=2m ¢ par. Substituindo
nesta equagio, teremos (2m)* = 2((2m)a + (2m)b —ab) <> 4m® = 4ma + 4mb — 2ab .
Segue que, se cancelamos o fator em comum, ab=2am +2bm — 2m?. Agora
observamos que a expressdo 2am + 2bm —2m® caracteriza um nimero par (KRATZ,
2006, p. 8). Mas, desde que no inicio tomamos b como impar, concluimos que de fato
a deverad ser par. Mas a soma de um par ao quadrado mais um impar ao quadrado

a’+ b®> =c* .¢* é impar. Resulta que ¢ deve ser impar. Repare que nas triplas

par  impar
iniciais (3,4,5);(5,12,13);(7,24,25);(20,21,29) verificamos tal comportamento.

Além disso, numa tripla pitagérica reduzida, nunca ambos os elementos a e
b podem ser pares e impares ao mesmo tempo. De fato, observemos que, se ambos
fossem impares, digamos a =2x +1 e b=2y+1, teriamos:

c=a’+b' =(2x+1)+Q2y+1) =4x*+x+y +y)+2=2n+2,

o que resulta que num absurdo, pois qualquer quadrado de um nimero, seja
c=2nouc=2n+1—c’=4n’ ouc’® =4n’ +4n+1=2m+1 néo pode ser do tipo
2n+2 (SIMMONS, 1992, p. 67).

Além disso, desde que assumimos que a ¢ par e b ¢ impar e vimos que ¢
deve ser impar, escrevemos:

a’+b’=c’—a’=c*—b’=(c—b)(c+b) par «>(c—b)=2r,(c+b)=2s

r,s€Z’.

c—b=2r
Agora observemos que =c=r+s..b=r—s. Simmons
c+b=2s

(1992, p. 67) observa que MDC{s,r} =1 e, portanto, MDC{c,b} =1 (verifique!).
Agora lembramos que a’= (c—=b)c+b)=2r-2s=4rs.".a ¢ par, digamos
a=2p..4p° =4rs<—p’=r-s€Z. Mas desde que MDC{s,r}=1r e s possuem

uma fatorizagdo tnica, devem existir x,y€Z tal que: r=x’ es=y’, onde
c+b_c—b
s= >

=r..y>X.
2 2 y 2 2.2
Finalmente, em virtude de a" =4rs=4x"y" <> a=2xy
e c=x"+ y2 b=x"— y2 . Obtivemos, entao, 0 terno

(a,b,c)=(2xy , x’ —y’, x> +y*). Vocé terd oportunidade de trabalhar mais os
conceitos apresentados com as atividades de aprofundamento. Vamos passar agora

para o proéximo tépico.
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Os gregos e sua extraordinaria
matematica lll

OBJETIVO
. Refletir sobre a nogao de irracionalidade e processos

matemdticos que dependiam da nogao do infinito grego

[ o decorrer do século V. a. C., as
=—A : - ta06r] f
SAIBA MAIS! concepgdes pitagoricas foram

sujeitas a criticas por parte de

Da filosofia eleata podemos dizer que, em geral, Do . .
: véarias novas escolas, que iam propondo sistemas
foi uma notavel tentativa de impor-se sobre toda : . B
: alternativos. De todas as correntes filoséficas que
realidade por meio da razdo. Disponivel no site: : ) ) o
i se opuseram ao pitagorismo, a mais importante
http://historiadafilosofia.wordpress.com/tag/ :

filosofia-dos-eleatas/
Viérios aspectos da filosofia eleata

se revestiram de grande importancia para
o desenvolvimento posterior da Matemética. E imprescindivel referir que
aos pensadores eleatas estd associada a invengdo da dialética e do método de
demonstragdo por redugdo ao absurdo, como o fizemos para demonstrar que
V2eR- Q. Este modo de provar uma proposigdo consiste em aceitar por momentos
a sua negagdo e dai deduzir uma contradi¢do flagrante (ESTRADA, M. E. ET AL,,
2000, p. 240).
No diadlogo Parménides, Platdo descreve o encontro, ocorrido por volta de
450 a.C., entre o ainda muito jovem Socrates e Parménides, em companhia do
discipulo Zenao. Este ultimo seria o autor de um livro em que eram apresentados
numerosos argumentos indiretos, origindrios da escola eleata, que apresentaram

durante séculos um desafio para a compreensao de matemadticos e fisicos.

AULA2 ‘TOPICO4‘ 45




Os argumentos  estabelecidos  pela

dicotomia e pelo her6i grego Aquiles podem |

ser interpretados de modo mais moderno GUARDE BEM 1SS0!

relacionadosao problema de convergéncia de uma

Dicotomia: Nao ha movimento porque, antes de

série de numeros reais. Com efeito, consideremos ,
(o) movel pCI'COI'I‘CI‘ certo espago, tem de percorrer

um segmento de reta AB, dai tomamos o ponto metade desse espago; mas, antes de percorrer

. . — AB
médio C, determinando o segmento AC= 5 metade desse espago, tem que percorrer metade
Novamente, tomamos o ponto medio, D, de da metade desse espago; € assim indefinidamente.
modo que AD=-—. Assim, continuaremos o Portanto, 0 movimento ndo pode nem sequer
2
processo indefinidamente. comegar.

I ———
{
B

A E D C

Figura 7 — Processo geométrico da dicotomia

chamaatengdopara E:&—l—ﬁ—i—ﬁ—i— i,

(R

isto é, para o fato deque o segmento de reta
P . 5 SAIBA MAIS!

inicial deve se decompor em infinitos segmentos

de reta, todos eles com efetivo comprimento. Acesse a0 site http:/fwww.fich.usp.br/dff
opessoa/FiFi-12-Cap-1.pdf - e conheca a histéria
Em outras palavras, uma grandeza pode ser pessoa/ PP K
. . . . do Paradoxo do estadio.
igual a soma de infinitas grandezas. Numa

linguagem mais moderna, escrevemos:
— AB_AB _AB AB . nAB . <nAB
B=— +.. 4.+ +..= . AB= .
2 22 2 2" Z:; 2" Z:; 2"

No outro paradoxo, Zeno de Elea, apresenta ainda o paradoxo do estadio,
apresentado por Brolezzi (1996, p. 23) do seguinte modo: “Zeno supde que, por
absurdo, que o tempo seja dividido em instantes indivisiveis e que o espago seja
também formado por pontos também indivisiveis”.

Brolezzi (1996, p, 23) apresenta a seguinte figura e discute o seguinte:

A B C D E
F G H 1 J =
<= K L M 1 0

Figura8 — Ilustragao discutida por Brolezzi (1996) no paradoxo do estadio
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Consideremos agora um estadio onde os corredores sdo pontos indivisiveis.
Ha trés grupos de cinco corredores em uma pista de atletismo: cinco estdo imodveis,
e os dois outros grupos estao correndo em sentidos contrarios. Considerando que
a velocidade dos corredores ¢ tal que percorram a distancia entre dois pontos em
um instante, entdo o “ponto-corredor” J ird passar de C para D em um “instante”,
enquanto o “ponto corredor” K ird passar de C para B no mesmo instante, conforme

mostra o esquema abaixo:

F G H | ] -p
<t K L M ] 0

Figura 9 — Ilustragao discutida por Brolezzi (1996)
Entretanto, o corredor K passou por dois “pontos” J e I, encontrando-se
agora sob o corredor H. Ora, o tempo necessario para passar por dois pontos ¢ dois

instantes; logo, um instante ¢ igual a dois instantes, o que é uma contradigao.

Zeno completa seus paradoxos com o Paradoxo da Flecha, que faz par com
o do Estddio indo contra a nogdo de espago e tempo constituido por partes
indivisiveis. Um arqueiro dispara uma flecha, e observamos sua trajetéria em
diregdo ao alvo. Supondo que fosse possivel considerar a posigao da flecha em
cada instante de tempo, veriamos que a mesma encontra-se imével, ocupando
um lugar especifico no espaco, que ¢ evidentemente igual ao volume e forma da
flecha. Ora, em cada instante, a flecha esta imo6vel; como o tempo é constituido
de instantes, a flecha esta, portanto parada em toda sua trajetéria. Poderiamos,

por exemplo, colocarmo-nos diante dela, e no instante em que ela nos tocasse,

estaria parada, e ndo nos feriria (BROLEZZI, 1996, p. 23).

Conforme Caraga (1970, p. 252), Zeno traz uma argumentagao interessante
acerca do movimento ao ilustrar a corrida entre Aquiles e a Tartaruga. Caraga conta

que construiu duas secessdes de posi¢des sucessivas de Aquiles (A) e da Tartaruga
) A LA LA, LA,
T,T,,T,,..T,, .

n

“e contemplando-as em atitude estdtica, finitista,

nota que a distancia H nunca ¢ nula e diz que ndo compreende como A alcanga
T“ (CARACA, 1970, p. 253).

Ao matemdtico moderno ¢ permitida a operagdo de passagem ao
limite. Neste modelo matemadtico, certamente desconhecido em detalhes pelos

gregos, o encontro dos dois moveis s6 poderd ocorrer e serd compreendido em
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interdependéncia com os estados vizinhos dos méveis A e T. As distancias entre os

dois moveis nessas posigdes consecutivas podem ser descritas a partir da sequéncia
d d d d

d,5,2—2,2—3, ----- ,2_“/”” , mas como o limite Lim

acarretar o anulamento das distancias entre A e T.

n—-+oo

—|=0, deve
Zn

Segundo Caraga (1070, p. 253):

Assim, Zendo ou Zeno de Elea, contemplando as suas duas sucessoes, infinitas
possibilidades, nao pode fazer mais do que verificar o desacordo entre a
realidade e o esquema racional que queria arruinar — a concepgao pitagérica
do Universo — mas sem ser capaz de integrar o movimento no seu proprio

esquema — a concepgao eledtica, dominada pelo conceito da continuidade na

mobilidade.

Assim, o matematico moderno, com o auxilio de uma poderosa notagao,
consegue inferir alguns resultados. Verifica teoricamente o que a experiéncia
confirma. Mas isto serd um tema para a discussdo mais aprofundada quando

estudarmos as raizes do Cdlculo Diferencial e Integral.
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= A matematica produzida
T PI 5 pelos arabes

OBJETIVO
. Discutir elementos do pensamento algébrico dos drabes

o inicio do século IX, Mohamed Ibn Musa Al-Khawarizmi
(780-850) se distinguiu entre os 4rabes e seus antecessores. Ele
apresentou uma teoria das equagdes. Segundo Kouki (2008, p.

53), “ele buscou fornecer métodos de solugao para o calculo de raizes”.
Dentre as principais nogdes tratadas por ele, destacam-se equagoes do
primeiro e segundo grau, problemas aritméticos e geométricos, etc. Kouki (2008,

p- 54) apresenta uma série de equagdes que mereceram a sua atengao.

1) ax’ = bx 1) ax’=¢ 1) bx=c

4) ax®+bx=c 5) ax® +¢c=bx 6) bx +c=ax®

Figura 10 — Modelos algébricos resolvidos pelos arabes
Kouki (2008, p. 55) explica que “na resolucdo dos itens acima, Al-
Khawarizmi usou varios documentos babilénicos e gregos antigos”. Um dos

métodos utilizados por ele, inspirado no livro dos Elementos de Euclides, era
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trabalhar com uma equivaléncia de areas. Em

~ 2
outros casos, como na equagdo X +px=gq,

apresenta uma  argumentagio em  seu
3 .
A
trabalho e obtém X = [B] +q-— b -
2 2 Kratz (2006, p. 101) adverte que os drabes ndo
Em outros casos para x} = px+qe x* + q=px,

VOCE SABIA?

lidavam com ntuimeros negativos. Assim a outra
iz x=-13 d do x* +10x =39

Kouki (2008, p. 55) explica que ele obtém asraizes raiz a equagdo X~ + era

desconsiderada.

2
X = B:F [B] —q € analisa 05 SegUINTES Cas 0 : 1 ——————
2 2

2 2 2
p p P
= —q>0;|=| —q=0;|=| —q<0
[2] d [2] d [2] d

Conclui que neste tltimo caso é impossivel.

Kouki (2008, p. 55) destaca que “as provas pragmaticas apresentadas por ele
foram baseadas na leitura de diagramas que néo satisfizeram toda a comunidade
de matematicos drabes”. Por um lado, existiam os que sustentavam que todo o
raciocinio deveria se apoiar nos modelos dos Elementos e, por outro lado, os novos
algebristas arabes desejavam romper esta tutela euclidiana.

Todavia, Burton (2006, p. 241) sublinha que “o legado intelectual grego foi
um dos mais importantes tesouros encontrados nas terras que foram posteriormente
dominadas pelos arabes”. Mas vejamos um pouco da sua matematica, quando
resolveu a equagdo x° +10x = 39 . Na solugdo proposta por ele, deve-se considerar
um quadrado ABCD.

Os lados desse quadrado valem todos x. Agora, adicionamos a area 10x,

10x ,
,eestadrearepresenta

4
adrea dosretangulos na figura. Na figura, observamos que x> + 10x = x> + 4- 10x .

masestaareadeverdser divididaem quatro partes, de valor

Agora, se desejamos transformar a figura no quadrado maior de lado x+—,

2
, , 10 .
devemos acrescentar a area dos pequenos quadrados de area [_ . Assim, teremos

4
a segulnte equ1valenc1a entre as areas:

10)’ , 10)’ 10)’
x+—| =(x*+10x)+4x|—| =39+|—
2 4 2

10
:39+25:64,',X+?:8—>X:3
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Figura 11 — Resolugao algébrico/geométrica

Com um raciocinio semelhante, Burton (2006) descreve que

2 2 2 2
X2+ X = [X—l—B] :X2+ X+4X[£] — +[£] — X = +[B] _B.
P d 2 P 4 d 2 d 2 2
Burton (2006, p. 243) relata que Al-Khawarizmi resolve a equacgao

x> +10x =39 por meio de um segundo modo geométrico. Inicialmente, ele

10
considera o quadrado de lado x e dois retingulos de lados x e —. Observe que a

10 10
area de cadaretangulo vale —-x, dai a 4rea total compreendida vale x> +2- [—x] .
2 2

2
Mas para completar a figura, precisamos de um quadrado de éarea [E] , dai
2

obteremos um quadrado de lado x+-— e sua area podera ser expressa por
2

[ 10]2 , [10] [10]2 10
X+—| =x"+2-|—|x+|—| =394+25=64. . x+—=8.
2 2 2 2

1 10

2 2

X X X X
X X 10

Figura 12 — Resolugao algébrico/geométrica
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O procedimento no caso geral para a solugio de x> +px=q ¢ feito com a

p

adigao de um quadrado delado + afigura, que passaater umaarea de x* 42 {g] "X,
2 2 2 2
resultando: [X + %] =[x*+ 2[ 2] x|+ [ ] =q-+ [%] , 0 que permite concluir

q+ [B] P
2 2

Burton (2006,p. 243) sublinha que, “com os trabalhos de Al-Khawarizmi,
todavia, vemos no inicio suas limitagdes, entretanto as explicagdes geométricas vém
auxiliar um novo e predominante raciocinio algébrico”. O seu trabalho destaca um
progresso e a evolugado da antiga pratica matematica que passa a adquirir métodos
e instrumentos mais poderosos.

Burton (2006, p. 245) descreve também a matemadtica produzida por

Abli Kamii (850-930). Este drabe adicionou alguns métodos de solugao aos

problemas do seu brilhante antecessor. Ele se interessou por equagdes do tipo

x+y=4
x + y l No préximo passo, ele toma
y X 4
X + 1
— —I—X = —y X+ y2 =4—xy. Substitui,
y X Xy 4 .
entio, y=10—x na equagio x’ +y’ =4—xy = ATENCAO!
4
e obtém uma solugdo de valor x=2. Para Domingues (1991, p. 71) diz que um triangulo
finalizar, AbGi Kamii trabalhou com a seguinte retangulo se diz pitagorico se as medidas de seus

expressao \/5 — \/Z =494+4—-249-4 =1. Isto lados sdo nuiimeros naturais.

evidenciou que ele conhecia a seguinte expressao

\/e_lj:\/;:\/a-l-b:FZ\/a-b =1. Verifique-a!

Outra figura importante na matematica arabe foi Abu Bakr al-Karaji (d. C.

1029). Segundo Burton (2006, p. 248), ele conseguiu o padrao para as expansoes
binomiais (a+b)’ e (a+b)'. Deduziu ainda que (a+b)" ch "*b*  onde
C =C- kCn 1 cujos valores iriam compor no século XVII o trlangulo de Pascal.
Abu Bakr al-Karaji mostrou que
P+2°+3 +..4+n’ :[2?n+§](1+2+3+....+n) e também que

P+2°+3 44 +...4n°=(1+243...4n). E o seu sucessor, Al-
, _n(n+1)(2n+1)

Samwa’al, refinou o resultado para 1*+2*°+3*+..+n .

Vejamos alguns dos seus argumentos utilizados no caso de n=10.
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Consideremos a soma 1+2+3+...+10 parcionada na figura abaixo.

(N ]

A B
10 10
9 E F 9k F
A B
L] -
- -
- -
3 3
2 2
I_‘ RN G " 1_‘ Ty G C
1T 2 3 7 10 1 2 3 9 10

Figura 13 — Figura apresentada por Burton (2006, p. 249)

Agora, observemos a faixa ABCGFE vista como dois retangulos

z 2 z ;
congruentes e um quadrado de drea 10°. Portanto, sua drea sera de

2><10-(1 +2 _|_3_|_4-|-_,,-|-9)+102 . Mas observamos que:
b

9149
(l+2+3+4+...+9)=%.‘.2(1+2—|—3—|—4+...+9)=10-9,

altura

segue que

10><bz.(1+2+3+4+...+9)+102 =10%10-9+1-10* =10-10* =10’

ase
altura

Agora considerando a regido EFGJIH, com o mesmo raciocinio,

obtemos 2X9-(14+2+3+4+..+8)+9 e de novo usando
b

ase altura

base altura

(1+2+3+4+‘__+8):@ 22X 9-(14243+4+..+8)+9 =9
Continuando o processo, finalizemos com o ultimo quadrado de 4rea I’ . Poderemos,
assim, escrever 1°+4+2°4+3'+4°+...+10°=(14+2+3... -4-10)2 , mneste caso
particular.

Nesta aula estudamos um pouco da Matematica egipcia, grega e drabe.
Nas préoximas aulas continuaremos a discutir métodos intrigantes devidos a tais

sociedades antigas.
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AU LA 3 Arquimedes e a nogao
de demonstracao

Ola aluno(a)!

Nesta aula, continuamos nosso estudo sobre a antiga matematica produzida
pelos gregos. Vale observar que a Matematica basica discutida aqui envolve
conhecimentos de Algebra e Geometria pré-requisitos estudados nas disciplinas
de Fundamentos de Matematica.

Objetivo

e Refletir sobre a Matematica grega
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~ Matematicos gregos eminentes
TU PI cu 1 e nUmeros amigos, perfeitos,
abundantes

OBJETIVOS
. Refletir sobre a matematica desenvolvida por Arquimedes e as

repercussoes atuais deste pensamento
Relacionar as argumentagoes apresentadas por Arquimedes

com alguns numeros especiais conhecidos pelos gregos

p6s Euclides, um grande

matematico grego foi

1

N—A,
SAIBA MAIS! Arquimedes (287-212 a. C.),
nascido em Siracusa, na ilha da Sicilia. Ele

Conhega um pouco mais do matemadtico grego
estudou em Alexandria e é considerado um
Arquimedes acessando o site: http://www.

cientista universal. A ele se devem inumeras
ime.unicamp.br/~calculo/history/arquimedes/

) invengdes na Fisica e na Matemdtica. Maor
arquimedes.html

(2007, p. 51) lembra que no livro do Comprimento

do Circulo, Arquimedes mostrou que o valor de =

. 1 1 D e . ,
reside entre 3—0 e 3—0 . Sua ideia foi dividir um circulo.

71 70
Simmons (1992, p, 26) lembra que

Arquimedes e Democritus descobriram teoremas maravilhosos a respeito dos
solidos da geometria, como o caso do volume de um cone, que representa um
ter¢o do volume de um cilindro. E que o volume de uma piramide é um tergo

do volume de um prisma de mesma base.
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O volume da esfera também ¢ devida a Arquimedes.

Figura 1: Explicagao da obtengao do volume do cone

Maisadiante, Simmons (1992, p.26)explicaqueafiguradocone(I),eapartirdela,
podemos compreender de onde vem a fragado 1 presente na férmula V, , =—B-h.
De fato, nesta base B, inscrevemos um poligono regular de n lados. Em se:;uida,
construimos uma piramide no seu interior. No entanto, se o n aumenta de valor

progressivamente (figura 1-II), o volume do cone sera o valor limitante para o valor

do volume da piramide.

“Mas desde que podemos dividir a piramide em n piramides congruentes,
mostradas em (III), sera suficiente mostrar que o volume que buscamos é
valido para este caso especial envolvendo piramides” (SIMMONS, 1992, p.
26).

Agora, considerando a base OPQ (IV), construimos um prisma de altura h e
de base B. Este prisma pode ser dividido em trés piramides como podemos ver na

figura 2-V.

Figura 2: Decomposi¢do do prisma
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Observemos na figura 2, em (VI), que as piramides I e II possuem altura H e
os tridngulos da base AOPQ e ARST de mesma drea, portanto elas devem possuir
o mesmo volume. Por outro lado, as pirdmides II e III possuem também a mesma
altura (a distancia de R até o plano PQST) e bases triangulares APST e APQT
de mesma drea. Assim, II e III possuem também o mesmo volume. Por meio deste
raciocinio, vemos que o volume de cada piramide I, II e III possui um tergo do
volume do prisma da figura (V).

Simmons (1992, p. 27) adverte que:

Existe uma lacuna no raciocinio na verificagao das duas piramides de mesmo
volume, no caso em que possuem a mesma altura e mesma base. Isto ¢ aceitavel,
mas dificil de ser provado. Esta demonstragao depende do tipo de atomismos
geométrico que teve atengdo e andlise por parte do matematico italiano

Bonaventura Cavalieri, no século XVII.

Costumeiramente o estudante é apresentado a progressio geométrica
infinita do tipo 14q +q2 -|-q3 +....4+q" +.... Vamos admitir provisoriamente
que 0<q<1 e realizar alguns malabarismos algébricos, inicialmente tomando

S,=1+q+q"+q’ +...+q"(1)
qxS,=q+q°+q’ +q"+...4+q"+q"" (1)

S, —qX%§, =

l+9+9’+q +...+q9"]-[q+q9"+q’+q" +...+q" +q""']

=1-q"" - (1—q)s, =1—-q""

. Fazendo (I) — (II), obtemos:

_ ntl
S (I10).

Ou seja, S
(1—q)

A série geométrica descrita na figura 1-III surgiu em um dos trabalhos
de Arquimedes, segundo Avila (2007, p. 158). Este raciocinio foi empregado
pelo antigo pensador jonico, para calcular a drea de um segmento de parabola,
delimitado por um arco parabélico Ab e um segmento retilineo AB.

O procedimento ¢é o seguinte: pelo ponto médio de AB, traga-se uma reta
paralela ao eixo da parabola, que vai encontrar a parabola em C, resultando no
tridngulo AACB. A seguir, repete-se o processo nos trechos AC e CB da parédbola,
o que resultard nos triangulos AADC e ACEB. O passo seguinte resume-se em
repetir o processo nos trechos AD, DC, CE e EB da pardbola, o que deve resultar em

quatro novos tridngulos.
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0] (i)

Figura 3: Situagao geométrica da quadratura da pardbola e o método analitico
de anélise proposto por Simmons (1992, p.?)

Segundo Avila (2007), este processo continua indefinidamente: cada etapa
resulta em numero de tridngulos igual ao dobro dos tridngulos da etapa precedente.
Assim, comegando com o AABC, obtemos primeiro dois novos tridngulos, depois
quatro e oito.

Avila (2007) prossegue explicando que Arquimedes provou que a soma das

. A . . L 1
areas dos triangulos obtidos em cada etapa anterior do processo ¢ igual a — da
4

soma das areas dos tridngulos 6bitos na etapa anterior. Assim, a soma a, das dreas
dos dois triangulos AADC e ACEB (a, = %1) ; e assim por diante, indefinidamente.
S=S,+a +a,+ta,+.....+a, +..
S 48

1 1 1 1 . .
=l+-+—+—+-—+..+S,= =—2
4 4 4 4 1—1/4 3

Certamente que, na época em que viveu Arquimedes, ndo se contava com
tanto rigor e formalismo como temos hoje em dia. Avila (2007) explica que é
quase certo que Arquimedes tenha adotado o procedimento anterior apenas para
descobrir o resultado da soma que procurava calcular. Uma vez feita a descoberta,
ele procedia a encontrar meios de fazer uma demonstragao rigorosa.

Avila (2007) formaliza o raciocinio de Arquimedes do seguinte

modo: consideremos a soma finita S =S, +a, +a,+a,+....+a ("),
4

n

an—l x *% an an
onde a,=——ou4-a,=a_ ,; temos entio ()[a, +—]=
4 3 3 3
Assim, podemos escrever a seguinte relagdo a partir de () e (*):

S, + 20 =[8, +a, +a,a, + o, | [a, + =S, + 720 para  todo
n€ N. Segue que:
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a a
(™) S, —i—?" =S, —l—“T_l VneN. Agora, raciocinando indutivamente e

diminuindo os indices na expressao (***) tem-se:

an anfl a1172 an—}
Sn +_:Sn71 +_:Sn72 +_:Sn73 +__
3 3
n—(n-1) Ay
= S —(n— + Sn—n
. a, a, A4S, e .
Ou seja, S, —i-? =S, —i-? =T. Se utilizdssemos nossa linguagem atual,

que possibilita a passagem ao limite, podemos ainda concluir que:
48 4S8 a 4S8

a
Limna 00 Sn+_n :lenﬂ 00 — :_O—>L1mn~> 00 Sn +Limn~> 00 —]= >
s, 2=, [P IS 1 Lim, 2]

4S
Mas observe que Limn_,ﬂo[a—“] =0..S,,=Lim_ _ _[S,]=—=.
3 3

Contudo, este método envolveria trabalhar diretamente com a nogao do
infinito, simbolizado em notagao moderna por “ 00", o que era radicalmente evitado
pelos gregos, conforme as explicagdes de Avila (2007, p. 160). Por outro lado,
Simmons (1992, p. 235), acrescenta ao raciocinio de Arquimedes o argumento de
coordenadas cartesianas.

Neste sentido, vamos considerar na figura 3-II uma parabola descrita por
y=a-x’ eos pontos de coordenadas A(x,,ax;) e B(x,,ax;). Se tomarmos o ponto

x, como a abcissa do ponto C, entdo, usando um argumento do Célculo, podemos

A d
encontrar o angulo de uma reta tangente no ponto C, dada por & _ 2ax, -
dx

Simmons (1992, p. 235) acrescenta que desde que tenhamos uma reta

_ ax? — ax?
tangente em C paralela ao segmento AB, podemos escrever: 2ax, =——— ou
Xo T X,
XO + X2 . . . . —_—
x, =———= . Isto nos diz que a linha vertical que passa em C bissecta a corda AB,
2

no ponto P e sera suficiente verificar que BCE = —BCP (a). Para fazer isso, iniciamos
4
completando o paralelogramo CPBQ .
Pormeiodomesmoraciocinio, concluimosquealinhaverticalquepassanopontoE

bissectaacorda BC nopontoG,a,alémdisso, bissectaosegmento BP nopontoH.Podemos

mostrar que EGZ%GH (b). Mas isto implica que BEGZ%BGH e CEGZ%BGH.
Assim, concluimos que BCE=BGH , mas desde que temos claramente a relagao
BGHziBCP, com isto concluimos que BCEziBCP (@). Mas vejamos a
demonstragdo proposta por Simmons para este fato.

Para provar o item (b), Simmons (1992) declara que ¢é suficiente ver que

FE :lFH, e podemos fazer isso, verificando que FE :lQB. Para tanto, basta
4 4

observar as contas que segucm:
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2

FE=a

1
(E(Xl +x,)

1
axf + 2ax, -E(X2 —x,)
_Za[(Xl +X2) —4x, _4X1(X2 _X1)]*
2 2 1 2
_a(Xl _2X1X2 +X2) = Za(xl _Xz)

E também que:
QB = axi — [axf + 2ax,(x, — xl)] = a(xf —2xX, + xi) =a(x, — xz)Z

Encontramos a série geométrica também no problema de Aquiles e a Tartaruga

d d d d I 1 1 1 1

S=d + — +—2+_3 +ot —4...=d —t —+—2+_3 Fot ——+... pOde
2 20 2 2" 22 2 2 2 2"

ser considerada também como uma progressao geométrica, de um modo geral por:

n

l4r+r’ 4+ 4.+ =

. Simmons (1992, p. 227) lembra que, no caso

1—r N
1-2

particular de r:2<—>1—|—2—|—22+23+....+2“_1:i:2“—1. A expressdo

2" —1 caracteriza uma expressdo que foi objeto de

profunda reflexdo para os pitagdricos, e relaciona-

Para esclarecer sobre o que estamos

. . imer rfeito é um nuimero natural cuja soma
falando, costumeiramente, em teoria dos S e © Ul J

, . ~ ) de seus proprios divisores, com excegao dele
numeros, definimos a fun¢do sigma o(n):=a

.. , . mesmo, resulta no proprio nimero. Exemplo: Os
soma de todos os divisores de um niimero n € N . prop P

divisores de 6 sdo 1, 2, 3 e 6. Para verificarmos se
Por exemplo, 0(12)=1+2+3+4+6+12=28.

0 6 ¢ um numero perfeito, realizamos a soma de
Segundo Domingues (1991, p. 64), a fungao

todos os seus divisores, com exce¢ao do 6; logo

sigma é usada para caracterizar os numeros ’ ) )
1 + 2 + 3 = 6. Portanto 6 é um nimero perfeito.

perfeitos como sendo os objetos que satisfazem a
relagdo o(n)—n=n<+>o(n)=2-n. Ore (1948, p. ==
91) observa que “os gregos excluiam da defini¢do sua prépria parte”.
Domingues (1991, p. 64) lembra que os gregos so6 conheciam os quatro
primeiros: P, =6,P, =28 ,P, =496 e P, =8128. Mas Euclides, nos seus
Elementos, provou que: Se 2 —1 é primo, onde k >1 entdo n=2""-(2" —1) serd
um numero perfeito.
Por outro lado, algumas questdes relacionadas aos numeros perfeitos nao
parecem ser triviais. De fato, Simmons (1992) lembra que o conhecimento sobre

tais numeros sempre foi limitado. Vamos agora conhecer algumas propriedades da

fungao sigma o(n).
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LEMA:

Se a,b€Z" e MDC{a,b}=1 entdo o(a-b)=o0(a)-o(b)

DEMONSTRACAO:

Inicialmente, como admitimos que a e b ndo possuem divisores em comum,
isto ¢, MDC{a,b} =1, entdo o produto de a-b serd constituido de niimeros da
forma a; -b; onde a; sao osfatoresdeae b, os fatores que dividem b. Dai, qualquer
divisor de a-b pode ser descrito como d =a, -b;. Mas sabemos que {l,a,,a,,....a}
sdo os divisores de a e {1,b,,b,,....b} os divisores de b. Pela definicado, escrevemos
o(a)=1+a, +a,+..aeob)=1+b, +b,+...+b.

Agora vamos considerar todos 0s divisores
de d=a, b, mantendo 0 termo % fixado. Teremos
a,-1+a;-b, +a,-b, +...+a,-b=a,-(1+b, +b, +...+b)=a,-0(b), para um
unico divisor a, de a, mas, se desejamos todos os divisores, precisamos considerar

a soma:

Um valor interessante que pode ser calculado com a fungdo sigma ¢é

G(pn—l)=l+p+p2 +pn—1 — 11__2, . J& vimos que, no caso particular, obtemos
1-20

r=2<« =2 —1.
1-2

TEOREMA 1: (EUCLIDES)

Se n€Z" tal que 2" —1 é primo, onde n>1 entdo a=2""-(2" —1) serd um

numero perfeito.

DEMONSTRACAO:
Para n€Z' tal que 2"—1 ¢ primo,

buscamos mostrar que m=2""-(2"—1) ¢

ATENG[\O! perfeito. Mas note que nestas condigdes a deve
ser par. Observe ainda que MDC{2",2" —1)=1

Segundo Ore (1948, p. 92) a demonstragao do

) 5 ) , assim, pelo lema anterior, escrevemos:
teorema de Euclides esta presente no IX livro dos

n—1 n n—1 n . ,
. o(2" 2" —1)=o0(2 -0(2" —1). Por hipotese,
Elementos de Euclides. ( ) ( ) ( ) p
a expressdo 2" —1 ¢ um numero primo, portanto

seus unicos divisores sdo 1 e 2" —1. Segue que:
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o(@)=o0(2" 2" —=1)=o0(2" ')-0(2" —1)
=o(2") (142" —1)=0(2" ") 2" =(1+2+2° +2° +....+2"1).2"

1-2"

= ]2 =(2"—1)-2" =22 (2" —1)|=2-a
1-2
TEOREMA 2:

Se 0 nimero a=2""'(2" —1) é par e perfeito, entdo, para algum inteiro posi-

tivo, temos que (2" —1) sera primo.

DEMONSTRACAO:
Considerando que a=2""'(2" —1), podemos escrever a=m-2""' onde m é
impar e n—12>1. Mostraremos que m = (2" —1) ¢ primo. Como a = 2"t (2"—1) ¢é

perfeito, escrevemos o(a)=2-ae teremos entio:

2"
m-2" =2a=o0(a)=o(m2" ') =o(m)-0(2""")=o(m)- (2" —1).".o(m) = (zmn )
Contudo, lembramos que devemos considerar que:
o(m) = (Zmn' )€ Z (2" —1) divide m-2" (2" —1) deverd

dividir, pois MDC{2" ", 2" —1)=1. \
Podemos escrever ainda que A

2" , E ?
o(m)= = —m+—— . Assim, vemos A VOCE SABIA!

(2" -1 (2" -1 et

O quinto numero perfeito foi encontrado muitos

que a expressao que envolve os divisores de m,

i N m séculos mais tarde, mais precisamente no século
que é a fun¢do o(m), apresenta m e ,

(zn —1) XVI por Huldalrichus Regius e corresponde a
apenas dois divisores, mas isto s6 pode ocorrer P, = 33-350-336, conforme Domingues (1991,
se m=(2" —1) for primo, e que = =1, 0u p. 65).

seja, o(m)=m+1.

Acima, tanto no teorema devido a:

Euclides quanto no teorema demonstrado poré SAIBA MAIS!
LeonhardEuler(1707—1783),1dent1ﬁcamosa Leonhard Euler foi um importante matematico.
expressao 2" —1, que foi chamada de termo Conhega um pouco mais de sua histéria acessando
geral para os primos de Mersenne M = 2P —1, o site http://www.somatematica.com.br/biograf/
em homenagem a Marin Mersenne (1588-1648), euler.php
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que apenas conjecturou que para p=2,3,5,7,13,17,19,31,67,127 € 257 temos
ndmeros primos.

Ore (1967, p. 18) lembra que alguns destes numeros chamaram a atengao
de Euclides. Ore observa ainda que Mersenne encontrou varios casos em que nao
temos primos, como M,, =2'' —1=23-89.

Para concluir este topico, destacamos os matematicos gregos Apollonius (262-
190 d. C.) e Heron (1° século antes de Cristo). Apollonius produziu diversos escritos
envolvendo a nogao de conicas. As conicas tém sido estudadas desde de um século

e meio apds Apollonius. Ele introduziu os nomes: elipse, hipérbole e pardbola.

Z I [

.

Figura 4: Geragao das conicas em Simmons (1992, p. ?)

Heron se tornou famoso pela férmula da area do tridngulo de lados a, b e c,

descrita por A= \/s(s —a)(s—b)(s—b), onde s é o semi-perimetro. Dunham (1990,
p- 119) lembra que “recorrendo-se a esta férmula, ndo necessitamos de sua altura.
Além disso, a presenca da raiz quadrada e o semi-perimetro parece ser impar, a
férmula parece nio apresentar um apelo intuitivo”.

Antes de sua demonstragdo de fato, necessitamos de algumas preliminares

presentes nos Elementos de Euclides.

PROPOSICAO 1:

Os angulos bissectores de um tridngulo se encontram num ponto que € o centro

do tridngulo inscrito.

OBSERVACAO:
O ponto onde os angulos bissetores se encontram ¢ chamado de incentro.
Além disso, esta proposicdo pode ser encontrada como a proposi¢do IV.4 dos

Elementos de Euclides.
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PROPOSICAO 2:

Se num tridngulo retingulo, baixamos uma perpendicular do angulo reto a

base, os tridngulos determinados serdo semelhantes.

OBSERVACAO:
Esta proposi¢ao pode ser encontrada como a proposi¢ao VI.8 dos Elementos

de Euclides.

PROPOSICAO 3:
Num tridngulo retingulo, o ponto médio da hipotenusa é equidistante dos trés

vértices.

DEMONSTRACAO:
Consideremos inicialmente um tridngulo retingulo AABC, bissectamos o
lado AB no pontoindicadonafigura 5, de modo que tenhamos arelagao BM = MC,

e tragamos o segmento DM perpendicular ao segmento AB.

B 0] B (1 (hy

Figura 5: ilustragdo apresentada em Dunham (1990, p. 120)

No préximo passo, desenhamos o segmento (pontilhado) MA e afirmamos
que o AMAD =~ AMBD sdo congruentes. De fato, percebemos na figura que os
triangulos possuem um angulo em comum de 90°. Além disso, possuem ainda
0 lado DM em comum. Deste modo, por um caso de congruéncia (LAL), entre
triangulos retangulos, os segmentos AD = BD sdo congruentes.

Assim, por um caso de congruéncia, temos também MA=MB e,

consequentemente, os angulos MAD=MBD. Agora observamos que:

A correspondentes A A isosceles n alternos

ACM = DMB=90°-MBD = 90°-MAD=DMA = MAC. Segue

que ACM = MAC . Conclusio, o triangulo AAMC éisésceles, consequentemente,
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temos MC = MA . Mas considerando que os segmentos MA ,MB e MC possuem
0 mesmo comprimento o ponto médio da hipotenusa equidista dos trés vértices,
como observamos na figura acima em (III).

Na proxima proposigao, lidaremos com quadrilatero inscrito em um circulo.

PROPOSICAO 4:
Se AHBO ¢é um quadrildtero com diagonais AB ¢ OH, e se 0s angulos HAB
e HOB siao angulos retos, entdo podemos tragar um circulo passando através dos

vértices A, O, B e H.

DEMONSTRACAO:

Consideremos AHBO um quadrildtero na figura abaixo. Bissectamos os
lados BH no ponto M, de modo que BM = MH , € observamos que o ponto M é o
médio na hipotenusa do tridngulo retingulo ABAH e do outro tridngulo retangulo

ABOH . Pela proposicdo anterior, este ponto equidista dos pontos A, O, B e H.

Figura 6: Trapézio apresentada em Dunham (1990, p. 121)

Desse modo um circulo centrado em M, de raio R = MH passara pelos quatro

vértices A, O, B e H, o que inscrevera o quadrildtero numa circunferéncia.

PROPOSICAO 5:
Os angulos opostos de um quadrildtero inscrito equivalem a soma de dois

angulos retos.
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OBSERVACAO:
Aparece como a proposicgdo II1.22 do livro Elementos de Euclides.
Com essas cinco proposi¢gdes, podemos demonstrar, conforme Dunham

(1990), o teorema devido a Heron de Alexandria.

TEOREMA (HERON):
Para um tridngulo de lados a, b, ¢, sua drea pode ser calculada por
b
A= \/S(S —a)(s—b)(s—b), onde s= a—l—z——l—c ¢ o semi-perimetro.

DEMONSTRACAO:

Dunham (1990, p. 121) explica que Heron iniciou inscrevendo um circulo
num triangulo arbitrario de lados a, b e c. Seu insight foi usar o incentro do
tridngulo como um elemento chave para a determinagdo de sua drea (DUNHAM,
1990, p. 121). Considerando o ponto O o centro do circulo inscrito e denotando

por r seu raio, vemos que r =0D = OE = OF . Agora aplicamos a férmula da area

para os seguintes tridngulos:

. 1 l—a— 1
Area(AAOB) = E(base) -(altura) = B B-OD = e
. 1 l— — 1
Area(ABOC) = E(base)- (altura) = B C-OE= Jar
. 1 l— — 1
Area(ACOA) = E(base) -(altura) = 3 C-OF = zb T

(1 (1)

Figura 7: Argumentacao geométrica do teorema de Heron descrita por Dunham (1990, p. ?)

Por outro lado, notemos que sua area total ¢ dada por:

soma das areas

Area(AABC) = Area(AAOB)+ Area(ABOC)+ Area(ACOA)

1 1 1 1
=—cr+—-ar+-br=-r-(at+b+c)
2 2 2 2
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Neste ponto, Dunham (1990) destaca que Heron realiza a conexao
entre a d4rea e o semi-perimetro. Recordando o processo de inscrigao
circulo, decompomos o tridngulo AABC em trés outros congruentes
AAOD =~ AAOF , ABOD = ABOE e ACOE =~ ACOF, que decorrem do caso de
congruéncia AAL, encontrado no livro dos Elementos (proposigao 1.26, Vol II).

Desse modo, teremos os segmentos correspondentes:

AD=AF , BD=BE e CE=CF

No que diz respeito aos angulos, temos também AOD AOF BOD BOE
e COE COF . Neste ponto, Heron estendeu a base do triangulo AB até o ponto
G, de modo que AG=CA.

Figura 8: Argumentacao geométrica do teorema de Heron

Em seguida, Dunham (1990, p. 123) menciona que Heron argumenta:

BG =BD + AD + AG = BD + AD + CE (por construgao)

(2BD +2AD + 2CE) =
([BD + BE] + [AD + AF] + [CE + CF])(por congruéncia) =

([BD + AD] + [ﬁ + &] + [E + &])(por congruéncia)

'_'Nlr—' Nlr—- Nlr—-

:E([E+R+A_C]):§[c+a+b]:
Consequentemente, 0 segmento BG —s possui um comprimento igual ao
semiperimetro. Sabendo disto, podemos descrever com facilidade que:
s—c=BG—AG,
s—b=BG— AC = [BD + AD + AG| —[AF + CF|
=[BD + AD + CE|—[AD + CE] = BD
E considerando que AD=AFe AG=CE=CF, de modo semelhante,

obteremos:
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s—a =BG —BC = [BD + AD + AG| —[BE + CE]

=[BD + AD + CE| —[BD + CE] = AD
ja que BD=BE e AG=CE.

Assim, encontramos que o semiperimetro s e as quantidades
(s—a), (s—b)e(s—c) comparecem de modo curioso nos segmentos do diagrama.

Na ultima parte de sua demonstragdo, Heron inicia com o tridngulo
inscrito na circunferéncia, entretanto, estenderemos o diagrama de Heron para
compreendermos melhor o seu raciocinio.

Heron desenhou OL perpendicular ao segmento OB , cortando o segmento
AB no ponto K. No préximo passo, ele construiu o segmento AM perpendicular
ao segmento AB encontrando OL no ponto H. E, finalmente, ele desenhou o
segmento BH, que resulta na determinagao do quadrilatero AHBO em que usaremos

as proposigdes anteriores (proposicdo 4 e proposigao 5).

Figura 9: Desenho explicativo proposto por Dunham (1990, p. ?)

Sabemos que angulos opostos possuem soma de dois angulos retos, isto ¢,
AHB+ AOB=2x(90°). Finalmente, examinamos os angulos relacionados ao
incentro O. Por meio da congruéncia discutida anteriormente, temos os seguintes

angulos: 200 + 23 + 2y = 4 (angulos retos) ,ou,ainda, o 43 4 v = 2- (angulos retos) .

Porém, temos 34~ = A(A)B e assim,

Q +A(A)B = 2-(angulos retos) = AIiIB + AéB

Concluimos que AHB=0a, o que pode parecer insignificante, mas foi
empregado de modo crucial por Heron. De fato, Dunham (1990 p. 125) observou
que o ACOF é semelhante ao ABHA , para os dngulos CFO e BAH ambos dngulos
retos. Em virtude de um comentdrio anterior, temos AHB =o. A partir da

semelhanga, escrevemos:
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AB CF AG
AH OF r
E considerando que CF=AG e OF=r, obtemos a seguinte equagao:

i:A—H(*). Dunham (1990, p. 125) relata que Heron percebeu que o AKAH
AG r A A

¢ igualmente semelhante ao AKDO. E os dngulos KAH e KDO sdo ambos retos,
enquanto os angulos verticais AKH € DKO sdo iguais. Por meio desta semelhanga,

AH OD r AH AK

€SCrevemos: — — — —— = . Combinando estas ultimas equagoes
AK KD KD r KD
com (*), obteremos: 2 = i .
AG KD

Dunham (1990) destaca que, neste ponto, Heron observou o ABOK com

altura OD=r . E por meio das proposigdes anteriores (proposi¢ao 2), sabemos que
) , KD r ——
0 AKDO ¢ semelhante ao AODB, e, assim, escrevemos: — =—_.". KD-BD=r".
r BD
Dunham ressalta que os gregos diziam que r é a média proporcional entre as

magnitudes KD e BD. Neste estagio, Heron adiciona a unidade em ambos os lados

. AB AK AB AK AB+AG AK+KD BG AD
e obttm: ——=— o —Fl=e—Flo—— = s =
AG KD AG KD AG KD AG KD

BG

BD . BG AD BG BG AD BD
esquerdo e — do lado direito, resulta em: —==— ¢ —=X—==—X—,
AG KD AG BG KD BD

Esta ultima equagdo, por meio de uma multiplicagdo pela fragdo BC 4o 1ado

e, assim, temos:

BG BG AD BD  BG  AD-BD  , —2 — —\ — —
AG BG KD BD AG-BG r-r

No final, Heron junta todas as pecas de sua argumentagdo para obter
o resultado desejado. Fazendo agora as devidas substitui¢gdes, concluimos:
r’s’=(s—c)-s-(s—a)s—b)=s(s—a)(s—b)(s—c) .'.r-sz\/s(s—a)(s—b)(s—c)
fornecendo ao final que A= \/s(s —a)(s—Db)(s—b).

Historiadores identificaram fatos curiosos a respeito desta férmula
interessante encontrada em manuscritos drabes. Na escola islamica Abu’l Raiban,
al-Birune criticou este resultado devido a Heron, embora acredite-se ser devido a
Arquimedes. Todavia, ndo temos encontrado nos escritos de Arquimedes indicios
que sustentem tal afirmagao.

Dunham (1990), de modo inesperado, afirma que a férmula de Heron conduz
a demonstragido do teorema de Pitdgoras. De fato, vamos supor que temos um

triangulo retangulo de lados a, b e ¢, como vemos na Figura 10.
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Figura 10: Tridngulo retdngulo em Dunham (1990, p. 127)

_a+b+c_a_a+b+c_2_a_—a+b+c

2 2 2 2
a—b+c . _at+b-—c

Sabemos que s—a . De modo

similar, escrevemos s —b = . Dunham (1990, p. 128)

desenvolve algumas manipulagdes algébricas:

(@+b+c)(—a+b+c)a—b+c)a+b—c)
=2a’b’ +2a’c’ +2b’c* —(a" +b" +c')

Retornando a férmula de Heron, escrevemos A = \/s(s —a)(s—b)(s—b) =

\/[a—}—;)+c][—a+2b+c][a—12)+c][a+l;—c]

B \/2a2b2 +22° 4 2b°C —(a* +b' +¢*)

16

1 bc
Por outro lado, sabemos que K = —base X altura =— . Por outro lado, temos
2 2

entao:

b’c®>  2a’b’ +2a’c’ +2b’°c’ —(a" +b" + ')
4 16
=2a’b’ +2a’c’ +2b’c’ —(a" +b" +c')

— 4b*c?

Podemos agora simplificar:

2a’b’ +2a’c* +2b’c® —(a’ +b* +c')

o (b + ¢ —22%(b* +¢?) +at =0, (b + —a) =0

Mas isto implica que b*+c¢* —a’> =0« b’ +c* =a’ o que verifica nosso
resultado.

Notamos que teo. Heron — teo. Pitdgoras, e o que poderiamos dizer a
respeito de teo. Heron<?—teo. Pitdgoras . No proximo todpico, discutiremos a nogao

de comensurabilidade e incomensurabilidade de grandezas.
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= Comensurabilidade de
T PI grandezas

OBJETIVO
. Refletir sobre a nogdo de grandezas comensuraveis e

incomensuraveis

m coeréncia com o principio de que tudo é nimero, os pitagéricos

davam a aritmética a primazia entre todas as ciéncias. O

conhecimento dos numeros naturais e de suas propriedades era o

saber fundamental. Assim, a geometria pitagérica aparece subordinada a aritmética.

Um dos aspectos mais curiosos desta subordinagdo eraa convicgao de que duas

grandezas do mesmo tipo admitiriam sempre uma unidade como divisor comum.

Desse modo, encontramos a seguinte definicdo: dizem-se comensurdveis duas

grandezas que admitem uma medida comum, isto é, se o e  sdo comensuraveis,
deve existir mn €N tais que a =n-u e3=m-u onde u é a medida comum.

Nosso primeiro exemplo envolvendo a nog¢do de comensurabilidade e

incomensurabilidade é relacionado a subtragdo reciproca entre o lado e a diagonal de

um quadrado. Os gedmetras pitagoéricos procuraram saber qual a razao entre o lado
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e a diagonal de um quadrado. Assim, consideremos, na figura abaixo, o quadrado
ABCD, de lado 1 e diagonal d. Construiremos um segmento de reta 1—d, pois de
imediato temos 1>d .

Sobreadiagonal do quadrado, marque umpontoE, demodo que AE=AB=1.
Obtemos um segmento EC=d—1. Desse modo, obtemos o segundo par de
segmentos do processo de subtragao. Tragamos agora uma perpendicular a diagonal

AC, pelo ponto E.

B C B AE = AB = C B AE=AB=1 C
E E

1 d 1 d 1 d

A 1 D A 1 D A - D

Figura 11: Razao de incomensurabilidade entre o lado e a diagonal

Chamamos de F o ponto de intersec¢do dos segmentos EF com CD . Assim,
observamos que o segmento de reta FD=d—le, portanto, o segmento de reta
CF=1—(d—1)=21—d.

De fato, considerando que o angulo EéF ¢ a metade de um angulo de 90°,
teremos que o tridngulo AECF ¢ is6sceles, determinando que EC = EF. Além disso,
como os tridngulos AAEF ¢ AADF sdo congruentes (por serem ambos retangulos
e hipotenusas e um cateto em comum) e EF = FD, segue que EC =EF=FD.

Assim, obtemos o terceiro par de segmentos no processo de subtragdo

(d—1) e (21—d). Recapitulando até este momento, obtemos:

del

led—1
d—le(2l—d) ()
(21— d) e (31— 24)
(31—2d) e (3d — 41)

Prosseguindo o processo, ap6s a obtengdo do quadrado EFGC, repetimos
o processo para seu lado e diagonal. Em (*) continuariamos indefinidamente essa

construgdo geométrica com a determinacao de quadrados cada vez menores.
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Figura 12: Construgao geométrica dos gregos

Observamos que em (*) nunca obteremos dois segmentos de mesmo
comprimento, sempre um segmento do par serd maior do que o outro elemento
do mesmo par. Isto indica que se pode continuar indefinidamente este processo.
Mas se admitirmos por contradigdo que o par inicial em (*) fosse comensuravel,
existiriam n,m € N tais que 1=m-u e d=n-u (**) e estariamos admitindo, entao,
que, apdés um numero de passos finitos, finalizariamos este processo, o que nio
pode ocorrer em virtude do que obtemos em (*), que se prolonga indefinidamente;
assim também nao pode ocorrer (**). Logo d e 1 sdo incomensuraveis.

Nosso segundo exemplo envolve a perspectiva de Aristételes. Consideremos
de novo o quadrado ABCD, de lado | e diagonal d. Admitindo que o lado e a
diagonal constituem-se em segmentos comensuraveis, de acordo com a definigao,
existem dois nimeros naturais e um segmento u que os mede ao mesmo tempo, de

modo que I=m-ued=n-u.

Figura 13: Construcao geométrica analisada por Aristételes
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Observamos que os numeros n,m €N ndo podem ser ambos pares; com
efeito, se tanto m como n fossem pares, entdo o segmento dereta 2-u ainda seria uma
medida de | e d ao mesmo tempo. Deste modo, poderiamos tomar sucessivamente
as medidas: u; 2u;4u;8u; 16u; 32u; ... e acabariamos por obter segmentos
maiores do que 1 e d (e que portanto ndo os podem medir). Teremos de, antes
disso, obter uma medida comum a que correspondam ntmeros inteiros positivos
dos quais, pelo menos um, é impar.

Desenhamos, na figura 13, um quadrado de lado d. B facil concluir que este
novo quadrado tem area dupla da do quadrado inicial. Basta ver que a Figura 13
construida em (II) pode ser decomposta como em III: o quadrado inicial em (I) se
decompde em apenas quatro triangulos retdngulos, enquanto o quadrado de lado
d se decompde em oito destes tridngulos retangulos.

Deste modo, as areas dos quadrados de lado | e d, construido em (II), serdo
comensuraveis; mais precisamente, o quadrado de lado u é medida comum dos
quadrados cujos lados sdo 1 e d; o quadrado de lado 1 equivale, no que a drea diz
respeito, a m* quadrados de lado u e 0 quadrado de lado d equivale a n® quadrado
de lado u. Portanto o nimero n* é o dobro do nimero m?, assim, o ntimero n’ é
par. E, assim, n serd par, o que implica que m devera ser impar. Mas se n é par, n’
sera multiplo de quatro; e sendo o dobro de m®, este serd multiplo de quatro, m’
sera par e, finalmente, m serd par, o que implica uma contradicdo, pois m nao pode
ser par e impar ao mesmo tempo.

Estrada et al.(2000, p. 246) destaca que:

possivelmente este caso foi o primeiro relacionado a demonstragdo de uma
proposigdo por redugao ao absurdo, presente nos Elementos de Euclides. Mas
nao nos leva a crer que corresponda ao modo como a incomensurabilidade
do lado e da diagonal de um quadrado foi descoberta. De fato, dificilmente
um gedmetra que nem sequer suspeitasse da existéncia de grandezas

incomensuraveis se lembraria de seguir o raciocinio indireto acima exposto.

Vejamos mais um exemplo exaustivamente analisado pelos gregos que diz
respeito a ndo comensurabilidade entre a diagonal e o lado do pentdgono regular.
Verificaremos o seguinte problema: em um pentagono regular qualquer, o lado e a

diagonal sdo segmentos incomensuraveis.
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DEMONSTRACAO:

Figura 14: Pentagono regular

1° Passo:

Mostrar que as diagonais de um pentdgono regular qualquer formam um
outro pentagono regular, contido no primeiro, e que sdo vélidas as relagdes métricas
na Figura 14;

Portanto, seja o pentagono regular ABCDE e suas diagonais AC,AD,EB,EC ¢
BD . Da férmula da soma dos angulos internos de um poligono regular temos, para
esse poligono:

Si=180°(n—2)=-Si=180°(5—2) =540° , Logo, cada angulo interno do
pentagono regular ABCDE ¢ igual a 108°.

Temos ainda o CDE is6sceles com CD = DE. Portanto, ECD = CED. Sendo
assim temos:

ECD + CED + CDE = 180° = 2ECD

=180°—CDE = 2ECD = 180°—108°=> ECD = 36°.

De modo analogo, ACB = 36° . Por outro lado, temos:

ACB + ACE + ECD = 108°= 36°+ACE + 36°=108°=> ACE = 36°.

Portanto, os trés angulos formados pelas diagonais e lados do pentdgono
regular ABCDE formam angulos de 36°.

Temos no CE'B:

BCE' + CBE' + CE'B =180°=> 36°+CE'B + 36°=180°= CE'B = 108°.

Como CE'B ¢ oposto pelo vértice com D'E’A’, logoD’E’A’ =108° e pelo
mesmo motivo os outros dngulos internos do pentdgono A’B'C'D'E’ tém a mesma

medida.
Por outro lado, D'E'A’ =108° ¢ suplementar de CE'A’, logo CE'A’=72°.

Da mesma forma, CA'E',DA'B',Dﬁ'A/,...,BE'D' medem 72° cada um. Sendo assim

temos:
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CE'=CA'=DA'=DB'=...

Seja essa medida comum igual a d, tais triangulos sdo congruentes:

CE'A’,DA’B/,EB'C/,AC'D’ ¢ BD'E' .1Logo, A'B'=B'C’=C'D'=D'E'=F'A’.
Portanto esta demonstrado que o pentdgono A'B'C’'D'E’ ¢ regular. Seja s a medida
do lado desse pentagono.

Assim como ocorre no pentdgono maior, A'D'E'=36° ¢ o cp’A’ ¢
isosceles. Sendo assim, CA’ = A'D’ =d e todas as diagonais do pentégono regular
A'B'C’'D'E’ valem d. Concluindo, o CD'B ¢é isésceles, pois CD'B=CBD' =72°
e BC=CD'=s+d.

2° Passo:

Mostrar que o lado e a diagonal do pentdgono regular sio segmentos
incomensurdveis. Para tanto, usaremos a seguinte notagao:

* a, e d,, respectivamente, para o lado e a diagonal do pentagono maior e

* a, e d,, respectivamente, para o lado e a diagonal do pentdgono menor.

No 1° passo foi mostrado que o lado do pentdgono menor somado a sua
diagonal ¢ igual ao lado do pentdgono maior, portanto temos:

a, =a, +d, (I);

{dl =a, +2d, (II).

De (I1) temos d, >2d, e, ainda manipulando (I) e (II), temos:

a,=2a, —d;;
dz :dl —ay
1

d, <2d,.

Do pentidgono menor, se tragarmos as suas diagonais, obtemos outro
pentdgono regular valendo as mesmas propriedades com lado a, e diagonal d,.
Como valem as mesmas propriedades, temos:

{az =a, +d, (I);

d, =a, +2d, (II).

De (II) temos d, >2d, e, ainda manipulando (I) e (II), temos:
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a, =2a,—d,;
d,=d, —a,;
1

d, <Ed2.

Continuando de forma indefinida, obtemos pentdgonos regulares cada vez
menores com lados a,,a,,a,,...,a,,... e respectivas diagonais d,,d,,d,,....d,...
obedecendo as relagdes acima.

Para aplicar o Método da Exaustao, vamos supor que a, € d, sdo segmentos
comensuraveis, portanto existe um € >0 tal que a, e d, sdo multiplos de €. Sendo
assim temos:

a,=ne e d, =me, com mneN .

Logo, a, e d, também s3o multiplos de €, pois:

a,=2a,—d, =a,=2ne—me=c(2n—m);
d,=d, —a, =d,=me—ne=¢(m—n).

De modo andlogo, os lados aj,...,a e respectivas diagonais d,,...,d

nreee nreee

também serdo multiplos de €. Obtemos d, multiplo de €, paratodo k,logo d, >«¢.
Como d,, <§dk para todo k, pelo Método da Exaustdo concluimos que existe
um k tal que d, <e. Portanto chegamos a uma contradigao, pois supomos que o
lado e a diagonal do pentdgono regular sdo segmentos comensuraveis.

Sendo assim, o lado e a diagonal de um pentdgono regular qualquer sio

segmentos incomensuraveis.

Estrada et al. (2000, p. 246) lembram que:

A constatagdo de que nem todos os segmentos de reta admitem uma medida
comum abalou profundamente os principios da filosofia pitagérica. Afinal, nem
tudo é numero: por exemplo, a geometria ndo podia ser reduzida a aritmética.

As questdes de geometria deveriam ser abordadas de outro modo.

O teorema de Talles é enunciado do seguinte modo: dadas duas retas, r e s,
intersectando-se num ponto O, e duas retas paralelas, p e q, intersectando r nos
pontos A e B, respectivamente, e s nos pontos C e D, respectivamente, vale a pro-

. OA 0C
porgao —, = —.
AB CD
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Uma das consequéncias deste abalo epistemolégico foi a separagdao dos
dominios numérico e geométrico. A matematica cindiu-se em dois dominios:
a aritmética e a geometria. Alguns historiadores matemadticos chamam este
momento de divércio grego.

Vejamos nosso tltimo exemplo envolvendo a nogdo de comensurabilidade
relacionada ao teorema dito de Tales. Os primeiros pitagéricos desenvolveram um
geometria fundamentada nos principios aritméticos e, em particular, na teoria das
proporgdes de numeros naturais.

Um resultado importante nessa teoria geométrica foi o que hoje conhecemos
como Teorema de Talles (625-547 a. C.). Simmons (1992, p.21) lembra que Talles

foi um dos mais produtivos filésofos pré-socraticos da antiga Grécia.

“A histéria marca que o mesmo, em visita ao Egito, enquanto caminhava
nas proximidades das piramides, calculou sua altura aproximada usando

semelhanca de tridngulos obtidos por meio das sombras.”

No primeiro caso, consideraremos de modo particular quando OA = AB.
Pelo ponto C, tragamos uma reta paralelaaretar, e seja o ponto E, a intersecgao desta
reta com areta q. Como ABEC éum paralelogramo, E = C_E e, portanto, O_A = C_E .
Pela igualdade dos angulos correspondentes determinados por um sistema de duas
retas paralelas por uma reta transversal, tem-se a igualdade dos seguintes angulos:
C6A = DéE . E também teremos OAC = C]AED . Logo, os triangulos AOAC e
ACED serido congruentes e, portanto, teremos & = C_D . Consequentemente,

neste caso particular, vale a proporgao 2 _oc.

AB CD
0]
0]
i p ﬂ p
/AC
B F—
E |D q B D q
v

Figura 15: Caso comensuravel do teorema de Talles
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Admitamos agora que os segmentos dereta OA e AB possam ser distintos, mas
suponha que os mesmos sejam comensuraveis. Seja entdo, de acordo com a definigao

formal, u a medida comum a estes segmentos. Digamos: OA—m-ue AB=n-u,

OA m N — .
logo, teremos E:—( ). Reparem que os segmentos OA e AB decompdem-
n

se em m e n segmentos de reta (Figura 15-II), respectivamente, todos iguais a
u. As paralelas ao segmento AC tragadas pelas extremidades de cada um destes
segmentos determinam na reta OD as extremidades de segmentos de reta, todos

iguais entre si (em virtude do caso particular demonstrado ha pouco), m dos quais

- — . - — OC m
compdem OC e n dos quais compdem CD . Consequentemente, teremos — = —
— - CD n
(*"). Conclui-se a partir de (*) e (**) que 2 _m_ 2 .
AB n CD

“Deste resultado, decorre facilmente que, dada a situagao acima descrita, vale

. s OA AC,

também a propor¢io — — _——".
OB BD

(ESTRADA ET AL., 2000, p. 263).

Com efeito, traga-se por A uma reta paralela que intersecte BD num ponto F

(Figura 16-II1). Pela parteja demonstradadoteorema, poderemosescrever: i _BF ,

_ _ A0 FD
. OA AO FD FD

de onde se conclui que —==——=——=—

OB BA+FD BF+FD BD

Finalmente, temos % = i .
OB BD

()

o

Figura 16: Teorema de Talles
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Observe-se que, tal como acontece com a primeira demonstragao, a segunda
demonstragao do teorema dito de Talles nido estd ainda demonstrada com a
generalidade possivel. Apenas se estabeleceu o resultado particular correspondente
ao caso em que os segmentos de reta envolvidos sdo comensuraveis (ESTRADA ET
AL., 2000, p. 263).

No proximo tépico, estudaremos um modelo matematico que proporciona a

verificagdo de varios fatos e propriedades na Matemadtica basica escolar.
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TG PI CU 3 O método da exaust&o

OBJETIVO
. Analisar a forma de raciocinio grego que inspirou a teoria

atual sobre limites

Axioma de Eudoxo de Cnido (408 a.C - 355 a.C), provavel
criador do célculo integral, foi criado com o objetivo de poder
comparar grandezas irracionais. Sua formulagao original nao pode
ser considerada rigorosa para os padrdes atuais, mas deu ensejo, por exemplo, a
axiomatiza¢ao dos numeros reais, bem como a posterior construcao deste conjunto

através dos cortes de Richard Dedekind (1912).

AXIOMA DE EUDOXO:
Sejam o e {3 dois niimeros positivos quaisquer, entdo existe um ndimero

inteiro positivo n tal que nf3>a .

DEMONSTRACAO:

Temos nf3 >, com «, B €ER * . Da Tricotomia vale uma das condicdes:
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o=@ —Escolha n>1=n8>3=a.Logo nB>a;
o > — Em algum momento vai existir um n tal que nf3 >, pois 3+ +...

=nl>a.

27 a NB

® T

v

0 3p e

Figura 17: Semi-reta auxiliar na ideia de ng >«

a <3 — Bscolha n=1.

METODO DA EXAUSTAO OU PRINCIPIO DE EUDOXO:
1

SejamMO,Ml,M2 ,M,,...ntmeros positivostaisque M | <1M0,M2 <—-M,,
2 2

1 : - . o .
M, <—M, ..,sejac>(,entdoexisteumnumerointeiro positivo N talqueM  <e.

DEMONSTRACAO:
Escolha €>0 e M,>0. Do Axioma de Eudoxo 3 N tal que Ne> M, . Por

outro lado (N +1)e>Ne > M,. Portanto (N+1)e> M,. Sendo assim, temos:
JNe=Ne+Ne>Nede>M,= 2Ne>M, = Ne >~ M,> M,.
Para N=1, €¢>M, e estd demonstrado. Agora ¢ }%reciso demonstrar se
N>2.Como Ne> M,, temos:
2(N—1)e=2Ne—2e=Ne+Ne—2e =Ne+¢(N—2).
Como N > 2, temos:
Para N=2=Ne+e(N—2)=Ne ¢
Para N >2=> Ne+¢(N—2)>Ne.
Logo, Ne+&(N—2)>Ne>M! =2(N—1)e>M! = (N—1)e> LM >M2.
Para N=2, €>M, esta demonstrado. Agora vamos a N>3. Como
(N—1)e >M,, temos:
2(N—2)e=2Ne—4e=Ne+Ne—3e—e=¢(N—1)+e(N—-3).
Observe que para N >3, ¢(N—3)>0. Por outro lado ¢(N—1) >M, . Logo,
2(N—=2)e>e(N-1)>M, =(N—-2)¢ >%M2 >M,.
Para N=3, €>M; e estd demonstrado. Agora passamos a N >4 . Como
(N—2)e >M,, temos:
2(N—3)e=2Ne—6Ne =Ne +Ne—4e —2e =¢(N—4)+¢(N—2).
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Observe que para N>4, ¢(N—4)>0. Por outro lado €(N—2) >M, . Logo,

2(N—=3)e>e(N—2)>M, = (N—3)e >§M3 >M,.

Para N=4, £>M, e estd demonstrado. Se continuar o raciocinio chega-se
a qualquer inteiro positivo N que se queira, ou seja:

(N=(N-1))e>M, oue>M,.

Para finalizar este topico, salientamos que, usando o fato de que o volume
de um prisma qualquer ¢ igual a drea de sua base multiplicada pela sua altura, o
Método da Exaustdo nos permite mostrar que o volume de uma piramide qualquer
¢ igual a terca parte do produto da area de sua base pela sua altura. Usando o fato
de que o volume de um prisma qualquer ¢é igual a drea de sua base multiplicada
pela altura, o Método da Exaustdo nos permite obter o mesmo resultado para o
cilindro. De modo andlogo, podemos mostrar que o volume de um cone circular
qualquer ¢ igual a terca parte do produto da drea de sua base pela altura. Além
disso, os antigos sabiam da existéncia da constante ™ como razdo entre a drea de
um disco qualquer e o quadrado de seu raio. A principio, os matemdticos sé tinham
justificativas heuristicas para isso, mas, com o Método da Exaustdo, puderam

construir demonstragoes.
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AUL A 4 A matematica produzida
no oriente

Ola aluno(a)!

Diferentemente da matematica grega, outros povos se destacaram por produzir
uma matematica essencialmente ligada as necessidades do dia-a-dia. Dentre
alguns povos que proporcionaram alguma contribuicdo, 0s chineses merecem
lugar de destaque. Sera a sua matematica o objeto desta nossa licao.

Objetivo

e (Conhecer a histoéria da Matematica desenvolvida no continente oriental
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= A matematica produzida pelos
T PI 1 chineses

OBJETIVO

e Apresentar as construg¢des especiais que envolvem
pirdmides desenvolvidas pelos chineses, egipcios e

babilonicos

iscutiremos agora um pouco da matemadtica chinesa. Sublinhamos
que a abordagem serd breve e o enfoque serd dado aos métodos
matematicos, mesmo que, em determinados casos, como nos alerta
Martzloff (1987), o objetivo de determinados métodos ndo tenha sido esclarecido

completamente.

Para qualquer pessoa escrever sobre a histéria de uma ciéncia, as formas de
raciocinio constituema esséncia das questdes de ordem da suprema importancia.
Contraditoriamente, a matematica chinesa contraria tais preceitos ao insistir
na apresentacao de resultados, e a ideia inicial, a raison d’étre, permanece
pouco esclarecida (MARTZLOEFE, 2006, p. 69).

Segundo Gaspar (2003, p. 181), o comentarista do manuscrito chinés, Liu
Hui, utiliza quatro sélidos elementares chamados de: lifang quiandu, yangma e
o0 bienuam. Para se obter o quiandu, interceptamos o lifang com um plano que
contém a diagonal dividindo o sélido em duas pirdmides congruentes (Figura 1).

Repare que 1 lifang=2quiandu .
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lifang giandu

Figura 1: Representacao da construgao inicial (GASPAR, 2003, p. 181)

Em seguida, ao interceptar o prisma quiandu com um plano determinado
pelo diagonal da face lateral e da face ndo perpendicular a base do quiandu,

obteremos a piramide yangma e a bienaum (Figura 2).

qgiandu bienuan

Figura 2: Prisma quiandu (GASPAR, 2003, p. 182)

Repare agora que lquiandu= 1 yangma + 1 bienaum . Finalmente, se
interceptarmos a piramide yangma com um plano que contém a diagonal da base
e o vértice que nado pertence a base, obteremos a pirimide yangma e a bienaum

(Figura 3).

yangma bienuan bienuan

Figura 3: Decomposigao da piramide segundo Gaspar (2003, p. 182)

Concluimos, assim, a relagdo lyangma = 2bienaum . Gaspar (2003) explica
a importancia de se adotar os nomes dos solidos segundo os textos de histéria da
matemadtica chinesa consultados. Agora, denotemos por V.4, Vyangma € Voicnaum

os volumes do quiandu, da pirdmide yangma e da piramide bienaum.
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= lab -h equevalemasrelagdes V, =V

Sabemosque V. . quiandu vangma T Viienaum 7
Vyangma =2 Vbienaum . Segue que:
1 1
Eab -h= unjandu - Vyangma + Vbienaum = Vyangma —+ EVyangma
3 1
= EVyangma Vyangma == gab N h

Por outro lado, o volume da bienaum pode ser calculado por

:l.lab.h:(érea da base)-h
2 3 3

—V

yangma bienaum bienaum

1
;abh:V =2-V

No calculo do volume da piramide yangma, Liu Hui, ndo satisfeito com as
manipulagdes algébricas, também usa a ideia de passagem ao limite e o método
da exaustdo (GASPAR, 2003). O procedimento de Liu Hui pode ser descrito do
seguinte modo (Figura 4): interceptando a pirdmide com um plano paralelo a base
e trés planos perpendiculares a base, passando pelos pontos médios das arestas,
decompomos a piramide dada em um paralelepipedo, duas piramides semelhantes

e dois quiandu.

<

Se V ¢ o volume da pirdmide dada, temos: V=V__ .4, +2-

+2'Vlr

quiandu

. , a
onde V_ iepipate € O Volume do paralelepipedo de arestas —;—;

2 2
volume do quiandu de base o retangulo de lado a e E e altura E Portanto,

abh 2 2 2

temos: Vparalelepipedo = 23

| [T— ¥, ¥,

Figura 4: Decomposi¢io da piramide (GASPAR, 2003, p. 183)

Assim, a partirde V=V__ 0 +2-V 04, +2-V,, obtemos:
V= Vparalelepipado +2 uniandu +2 Vl = Vparalelepipado + Vparalelepipado +2- Vl
=2 Vparalelepipado + 2: Vl -
abh abh
=2-—F+2-Vi=—+2'V,
2
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al2 al?

a

Figura 5: Método chinés (GASPAR, 2003)

Repetimos o mesmo processo para a piramide de volume V, e obtemos as

relagoes:
V Vparaleleplpado + 2uniandu + 2 VZ = Vparalelepipado + Vparalelepipado + 2 VZ
=2 Vparaleleplpado + 2: VZ =
abh ] abh
Segue que:
abh bh abh abh _, abh B
V= 2242V, =+ 2427V, =
(2) 2 (2)
abh  abh
= +(2) +2°-V, . De modo semelhante, obteremos V, =
Assim, repetindo processo um numero de n vezes, temos:
abh abh abh abh abh N
V= 21+ 22+ 23+ 24+ """ + 2n+2‘VH
(2) (2) (2) (2) (2°)
__abh 1 R
+ Tttt —==+t2 -V,
@) (2 ) (2)
onde V, é o volume do yangma de dimensdes i-i £ Repare que,
PANDAES N

se utilizamos métodos de passagem ao limite, fazendo n— +0o, obteremos

abh [1 L1 v 42" v Nest

— _— -V . este

n—+0o0 2 n
(29)

Lim 2_2 + (22 )2 +e (22 )nfl

V,)=0 e Lim

calculo, o comportamento do produto Lim 2"-V_ é omitido por Gaspar (2003,

n—-+00

p. 185), uma vez que teremos também Lim 2" =+400. Assim, desprezando

n—-+00

este termo, escrevemos:
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abh 1 1 1 abh 1 abh 1 abh
—|1 +——+...+ = = e

+_ = =
n—-+00 2 2 242 2yn—1 2 1 2 3
@) 22 @) (%) (2)1_27 2)3, 3
Gaspar (2003, p. 185) lembra que:

Lim

as piramides sdo consideradas uma prova visual da capacidade matematica dos
egipcios. Eles construiram numerosas piramides como o lugar do sepultamento

de faraés e é de se estranhar que nao existe nenhum documento explicito sobre

o procedimento do célculo do seu volume.

e

Figura 6: Piramides congruentes (GASPAR, 2003, p.185)

A partir da Figura 7 (abaixo), inferimos que:

b

= ’

,b_bh
2 3

3 (b)Y 3 _4ab 1

chbo - vairamide . E - vairamide A Vpiramide - E? - g
. b . e

onde sua altura ¢ dada por h= 3 Outro método de se construir 6 piramides

congruentes de base quadrada de lado b, e altura h = b ¢ junté-las para formar um
2

cubo conforme mostra a Figura 7.

Figura 7: Decomposi¢do da piramide (GASPAR, 2003)
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Neste caso temos:
2

_ lbz hcubo _ b hpiramide
6

2 3
Gaspar (2003, p. 191) lembra que “num tablete babilonico, encontramos

—b’h=6-V

piramide

\Y%

cubo

=6-V

piramide

—V

piramide

, A . abh
o cédlculo do volume de uma piramide, do tipo Vv =——. Aparentemente eles
estavam familiarizados com esta férmula”. De fato, em alguns textos, encontramos

V= @[a + E} , que representa o volume reproduzido na Figura 8.
2

[

Figura 8: Decomposi¢do da piramide (GASPAR, 2003, p. 191)

Apesar de ndo encontramos no texto como chegaram a tal resultado, a
decomposicdo pode ser deduzida usando-se o método comum na antiguidade
de decompor em outros sélidos de volumes conhecidos (Figura 9). “Podemos
decompor o s6lido em duas piramides de bases retangulares de lados a e b e altura
h “(GASPAR, 2003, p. 192).

Figura 9: Decomposigao do sélido (GASPAR, 2003, p. 192)

O volume do sélido obtido é:

\%

_ bch &[(a—c)b]_ beh abh bch _ beh  abh _@[ c]

a+—
2 3 2 2 3 3 6 3 3 2
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Encontramos um método usado por Liu Hui para a féormula chinesa da barraca
1
de base quadrada, que era dada por V= E(az-i-ab +b2)h (Figura 10.I). O método

reside em separar o solido em: 1 lifang, 4 quiandu e 4 yangma (Figura 10.1I).

Figura 10: Método descrito por Gaspar (2003)

Gaspar (2003, p. 198) orienta que devemos inverter alguns dos objetos para
obter a figura representada a seguir.

Chega-se a:
a—b

2
V:abh—|—4§[ ] -h:abh+§(a—b)2-h:abh+§(a2 —2ab+b’)-h.

Finalmente, escrevemos: V = l(az—l—ab + b? >h .
3

1

Figura 11: Decomposi¢do da piramide (GASPAR, 2003, p. 198)

H

Agora, em vez da posicdo descrita na Figura 11, vanos considerar a posigao
descrita em Figura 12 . Usando agora esta outra argumentagdo, obteremos:
4(a—bY b+a) (a—b) b+a) 1fa—bY
V:_[ ] 'h+[[ ] a I'h=] T3 ]-h, “que
30 2 2 2 2 30 2
¢ a féormula babilonica para o volume do tronco da piramide “(GASPAR, 2003, p.

200).
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Figura 12: Método descrito por Gaspar (2003, p.199)

b

Base do Prisma

Figura 13: Base do prisma (GASPAR, 2003, p. 199)

Para calcular o volume de vérios sélidos, Liu Hui utiliza métodos semelhantes
aos que acabamos de descrever. Por exemplo, o volume do Chu Méng, conforme

representado na Figura 14. Neste caso teremos:

thiac b

ChuMeng =

h
]-I—c-k-h:—[ab—cb]-l-é-h
3 2 2 2 3 2

bh bh
= ?[Za —2c+3c]= ?[Za-l-c]

a qual coincide com a férmula babilonica.

C

Figura 14: Volume do Chu Méng (GASPAR, 2003)
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Na figura 15 que seguem, vemos outros sélidos estudados pelos chineses. O
primeiro chamado de Xian Chu pode ser decomposto em dois ou quatro tetraedros
com um prisma entre eles. Segundo Gaspar (2003) o Fang Zhui é calculado como
o volume de quatro piramides. No ultimo caso, do Chu Thong, como o volume de

dois cubos, oito prismas e quatro piramides.

ian chu fang zhui A chi téng

Figura 15: Objetos analisados pelos chineses (GASPAR, 2003, p. 200)

Entre as férmulas apresentadas para calcular volumes de sélidos na quinta
segdo do livro Jiuzhang Suansu (China), encontramos o calculo do volume de um

tronco de cone. Tomando a grosseira aproximagao de ™= 3m, ¢ escrito:
1
V= £[2wr1 2m, 4 4-r) 4y |

2

%[4r1r2 + 4r12 + 4r22] = %[rlr2 + 1‘12 + rzz]

V= ;—6[111.:1 ~c+Ch

“C)" & o comprimento da circuferéncia superior
“C;' ¢ o comprimento da circuferéncia inferior
“h" & a altura do tronco de cone

Figura 16: Volume do tronco (GASPAR, 2003, p. 221)

Em relagdo a esta argumentagao, Gaspar (2003, p. 221) destaca que:

A vpartir do conhecimento da férmula chinesa para o calculo do volume do
tronco de cone e do fato de que eles usavam para T o valor 3, chegar a uma
férmula que envolva o nimero T permite encontrar um candidato para o
cédlculo do volume do tronco de cone, e demonstrd-lo usando o método

dedutivo.

Mais adiante, Gaspar destaca que Liu Hui desenvolve um comentdrio acerca
do Jiuazhang Suanshu relativo ao calculo do volume do tronco de cone e compara o
volume de um pavilhao circular com um pavilhdo quadrado, como vemos na figura

a seguir.
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€,
Figura 17: Estudo do cilindro feito por Gaspar (2003)

Para realizar tal tarefa, Gaspar (2003, p. 222) explica que Liu Hui usa o fato

de que “a razdo entre o volume dos dois sélidos ¢é igual a razdo entre a drea do
, . . 3 .
circulo e a do quadrado circunscrito, que ele usa como sendo —". Assim, temos:
4
pavilhao circular area do circulo 3

pavilhdo quadrado  area do quadrado circunscrito 4

Na sequéncia, o autor discute o método chinés para a determinagdo do
volume de uma esfera. Antes, porém, Gaspar indica que o teorema relacionado a tal

propriedade pode ser encontrado no Livro de Euclides (Livro XII). Gaspar (2003,
p- 223) destaca que: “considero que o método utilizado por Zu Geng para calcular
o volume da esfera ¢ um dos exemplos significativos da Histéria da Matematica que

deve ser incluido no estudo do Principio de Cavalieri como no da esfera.”
O calculo do volume da esfera possui uma histéria longa e rica na China. O

Jiuzhang Suanchu, por exemplo, traz formulas para o calculo do volume de varios
. 9 A
corpos e, entre estas, a formula V=-—D’, para uma esfera de didmetro D. Esta
16

férmula € aplicada na solugao de dois problemas. Duas justificativas aparecem para
tal formulagado: uma de natureza empirica e outra de natureza heuristica.

Com respeito a argumentagdo empirica, Gaspar (2003, p. 224)
destaca que os antigos raciocinavam em termos do seguinte quociente:
Ve _ O _ Vet _ 9
v, 16 D 16

cubo

que se refere a argumentacgao heuristica, Gaspar (2003, p. 224) comenta ainda que:

esfera

:i-]f , onde D é o diametro de um cubo. No
6

3
Um circulo ocupa — da area do quadrado que o circunscreve. Passando do
4

circulo para o cilindro circular reto de altura igual ao didmetro do circulo e

do quadrado para o cubo de aresta igual ao lado do quadrado, temos que o

3
volume do cilindro ocupa Z do volume do cubo.
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Na sequéncia, expressando em notagdes modernas, teremos:

=3 A =V _3 \Y
4 cilindro 4 cubo

circulo quadrado

L. 3
.Maso volume da esfera éiguala = do volume
4
.. . . 3 3
do cilindro que a circunscreve, assim: V

=2 Vo =2| 2V }— 2 v
esfera 4 cilindro 4|4 cubo 16 cubo

Mais adiante, Gaspar (2003, p. 225) sublinha: “apesar dos comentarios de Liu Hui

Ay . . ~ ~ 9
com relagdo a necessidade de verificacdo da razdo — entre o volume da esfera
16

e do cubo de aresta igual ao didmetro da esfera, este valor constante permanece

invariante por diferentes dinastias”.

Mas vejamos outra argumentagao para o mesmo resultado, devido ao
matematico chinés Zu Geng. Gaspar (2003, p. 227) declara que seu método segue
0s seguintes passos:

1?) Inscreva a esfera de raio r em um cubo;

2%) Inscreva no cubo um par de cilindros cujos eixos sdo perpendiculares
entre si e paralelos a base do cubo;

3%) Estes cilindros circunscrevem a esfera;

4%) A superficie mou he fang gai [dupla abdbada], intersecdo dos dois
cilindros, também circunscreve a esfera. Qualquer plano horizontal intercepta a

dupla abébada em um quadrado e a esfera em um circulo inscrito neste quadrado.

Figura 18: O método de Zu Geng descrito por Gaspar (2003, p. 227)

Dividindo o cubo em 8 partes iguais, cada um dos pequenos cubos da divisao
fica decomposto em um oitavo da dupla abébada mais trés pecas. Na sequéncia,

consideramos um plano que intercepta o cubo a uma altura h da base.
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Figura 19: O método de Zu Geng descrito por Gaspar (2003, p. 227)
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Figura 20: O método de Zu Geng descrito por Gaspar (2003, p. 227)

Considere MR = ST = x . Deste modo, teremos:
Area(MNPQ) = Area(STVQ) + 2+ Area(MRTS) + Area(RNUT)

Assim, escrevemos que:

Area(STUV) = x* - Area(MNPQ) +r” - 2 Area(MRTS) + Area(RNUT)

2 2 2
=r —x"=h

Por outro lado, a drea da interse¢do da piramide com um plano paralelo a
. A . , . , 2 .
base e a uma distancia h do vértice é: h”. Assim, temos:

V-V ;rj vmwm=%rj

=V -V =r’—1r’=2r‘ v Tv

3
=" =_ar
; dupla abéhada ; cubo Apecos 3 3 esfera 4 duple abobads 3

Figura 21: O método de Zu Geng descrito por Gaspar (2003, p. 228)
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Gaspar (2003, p. 229) conclui a se¢ao mencionando que:

Considero que, em um curso de formagdo de professores, conhecer a génese
e o desenvolvimento histérico das ideias, nogdes e métodos utilizados por
diversas culturas para resolver os problemas que emergiram das necessidades
desta cultura, daria a eles condigdes para trabalharem essas ideias, nogoes e
métodos no ensino fundamental e médio. De fato, ao propiciar aos professores-
alunos a oportunidade de se familiarizarem com um dos caminhos histéricos
que levaram os antigos chineses da descoberta empirica de uma férmula
para o calculo do volume da esfera até a demonstragao matematica de uma
outra férmula, alguns séculos depois da descoberta da primeira, estariamos
permitindo que estes acompanhem um processo da arte da descoberta e
sintam-se encorajados a desenvolverem seus proprios processos de descobrir
resultados e métodos para resolver problemas. Seria interessante que o
professor-aluno tivesse a oportunidade, em sua formacgdo, de comparar o
método utilizado pelos chineses com os utilizados por Arquimedes e outros e,
acompanhar o desenvolvimento histérico deste método através da andlise dos

exemplos significativos que aparecem no decorrer da histéria.

Para concluir esta parte em que apresentamos informagdes interessantes sobre
amatematica chinesa, destacamos o matematico Zhu Sijie, pertencente a uma dinastia

Mongol. Katz (1998 , p. 209) apresenta o seguinte diagrama e fornece as seguintes

d-a-b=24
relagdes descritas numa moderna notagao: adtc=9 O matematico Zhu Sijie
. Jat b =c . e ot
obtém d=b—( ) Katz (1998) salienta que “infelizmente, como observamos
=b—(c—a

nos textos chineses, seu método de solugao é brevemente comentado e no final, o

autor apresenta de modo resumido a equagdo b’ —9b* —81b’ +729b—3888=0".
Verifique!
Em seu método, Zhu Sijie nao esclarece como obtém uma solugdo b =3 . Katz

(1998, p. 210) acrescenta que:

Os matemdticos chineses eram habilidosos na solugao de varios problemas
algébricos. Muitos métodos provavelmente eram originados a partir de
consideragdes geométricas, porem, no final, explicitados apenas em termos
de procedimentos algébricos. A partir destes textos observamos que
aparentemente a matematica escolar chinesa se voltava a solugao de problemas

da prépria burocracia chinesa.
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Figura 22: Problema atacado por Zhu Sijie conforme Katz (1988)

Para concluir este topico, sublinhamos as consideragdes de Martzloff (1987,

p- 291) quando explica que:

Seria interessante comparar a demonstragdo devida a Arquimedes e a prova
fornecida por Zu Xuang com respeito ao método para a determinagao de volume
das esfera. Todavia, apenas um antigo e incompleto manuscrito permanece que
foi divulgado pela primeira vez em 1899 pelo paledgrafo grego Papadopulos
Cerameus que nos reporta sobre manuscritos gregos. Infelizmente, partes

importantes do manuscrito ndo foram resgatados.

Observamos, a partir do depoimento de autores como Gaspar (2003),
Martzloff (1987), os tragos semelhantes da matemdtica produzida por povos de
origem distinta e em tempos distinto no periodo histérico. O pitoresco, e que nos
chama a atengdo, é que as ideias matematicas envolvidas sdo as mesmas, apesar
de observarmos a aplicagdo de modos distintos de resolugdo. Na préxima segdo,

voltamos a discutir a matematica grega.
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Construgoes e formulacoes
|Ogico-axiomaticas gregas
OBJETIVO

. Apresentar alguns resultados matematicos devidos a a

Euclides

este topico, nos deteremos em algumas construgdes 16gico-axiomaticas
devidas a Euclides de Alexandria, que foi professor, matematico
platoénico e escritor, possivelmente grego, muitas vezes referido como

0 “Pai da Geometria”.

TEOREMA EUCLIDES:

Qualquer divisor comum de dois ntimeros a e b divide também o seu maior

divisor.

DEMONSTRACAO:

Para verificar esta demonstracdo, Ore (1948, p. 41) introduz o procedimento
conhecido por algoritmo euclidiano, que ocorre no sétimo livro dos Elementos (300
antes de Cristo). Mas certamente tinha uma origem anterior. Dados dois inteiros
a,b€Z" coma>b.Naprimeira divisio, obteremos: a=q,-b+r1, com0<r, <b.O
proximo passo érealizara divisiode b por r,, obtendo-se: b=q, 1, +r, com 0 <r, <r,.
Realizando mais um passo, teremos: r, =q,-'r, +1r, com0<r, <r,. Mas agora,
sublinhamos que, se continuarmos o mesmo processo, construiremos a seguinte
sequéncia decrescente derestos b>r1, >r, >r, >....>r, > 0.E¢éde se esperar que, em
algum momento, deveremos obter que r,,, = 0. Mas assim, construimos as seguintes

relagdes:
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a:ql'b+rl

b:qz'r1+r2
L=q,L+n
1L =9, 5+,

rnfz = qn : rnfl + rn

Tt = 9o "I

Assim, vimosaargumentagao que nosfornece umaideia paraoalgoritmo da divisao.
Vejamos agora a demonstragao propriamente dita. Para tanto, consideremos um nimero
b & N —{0}.Se a € N, entdoouaémultiplo de b ou estd entre multiplos consecutivos de
b,istoé: b-q <a < b(q +1) (*). Isto significa que (q +1) serd o menor elemento de modo
que IT={n €N tal que b-n>a} . Assim, o conjunto II = &, pois contém (a +1), visto
que b>1—a-b>a-1—(a+1)-b=a-b+b>a-1+b=a+b>a..(a+1)-b>a.

Segue (a+1) € II. Por outro lado, vemos que b-q <a e, assim, existe r € N tal
que a=b-q+r.

Mostraremos agora que r < b . Se ocorresse o contrario, digamos:

a=b-q+rer

:a—b-q2b<—>a—b-q+(bq)2b+(bq)<—>a+0Zb-l-(bq):b(l-i-q)
segue que a > b(l + q), 0 que nao ¢ possivel em virtude de (*). Deste modo, segue que
a=b-q+r,onde r<b.

Domingues (1991, p. 32) lembra que o que foi deduzido até o momento pode ser
sintetizado do seguinte modo: Dados a,b € N, com b=0, existem q,r € N de modo
que a=b-q+r, onde r <b. Veremos agora uma questdo de unicidade. Neste sentido,
supor que ocorre a=b-q+r=b-q, +1, onde r<b e r, <b. Admitamos que se
pudesse ter a seguinte possibilidade r, = r, digamos, por exemplo, que 0 <r—r, <b,
umavezque r<b«<0<r—r <b—r <b (9.

Pode outro lado, observamos a seguinte igualdade:

b-q+r=b-q, +r, < bq+(r—r)=b-q,

Mas isto implica que b dlve bq—b-q, =(r—r).". b divideaexpressio (r —1,).
Entretanto isto nao pode ocorrer, uma vez que em (*) vimos que 0 <r—r, <b. Assim,
chegamos a uma contradi¢ao devido ao fato de havermos feito a suposicao de que r, = r,
logo, r, =1 . Assim, teremos ainda b-q+r=b-q, +1r, < b-q=b-q, 1z;)q:ql.

Uma extensao imediata deste teorema ¢ a possibilidade de obter o M.D.C entre
dois nimeros. De fato, supor que a=Db-q, +1,, onde r, <b, se ocorrer que r, =0 .".

a=b-q— mdc(a,b)=Db. Por outro lado, se 0=r, <b, dividimos b por este resto,
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obtendo: b=r-q,+1,, onde 0<r, <r,. De modo semelhante, caso 0=r, <1,
encontramos de novo o nosso M.D.C. Caso contrario, teremos 0 < r, <. Assim,
dividiremos 1, por r, e teremos: , =r,-q, +1,, onde 0 <r, <r,.

Burton (2006, p. 176) argumentaquese b>r, >r, >r, > ....... >r, >0, obtemos

as seguintes equagoes:

a=b-q, +r

b=r-q,+r,
L=r-q,tr
r,=r-q,t+r,

rn—3 = rn—Z : qn—l + I'n—l Onde O<rn—1 < rn—Z
r, ,=r,, -q, +r, onde 0<r, <r,

r,,=1,q,,+0

A partir destas equa(;Ges, encontraremos r, =1, , —q, I, _,.
Com respeito as aplicagdes deste algoritmo, Ore (1948, p. 44) desenvolve vdrias

propriedades relacionadas ao M.D.C. Vejamos os teoremas:

DEMONSTRACAO:

Desde que a e b sejam relativamente primos entre si, Ore (1948, p. 44) escreve:

a=gq,'b+r

b=r-q,+r1,

r,,=q, 1, +1

Uma vez que o tltimo resto obtido pelo algoritmo euclidiano r, = 1. Na sequéncia,
o autor multiplica todas as equagdes por c, obtendo:

a-c=q,"b-c+r-c

b-c=r-q,-c+r1,-c

rnfz'C:qn'rnfl'c—'—C

Agora, usando o fato de que a-c ¢ divisivel por um fator b, a partir de nossa
hipétese, observando que a-c—q,-b-c=r, -c, concluimos que r, - ¢ ¢ divisivel por b.
Em seguida, o autor recorre a segunda equagdo b-c—r,-c-q, =1, - ¢ e concluimos que
r, - ¢ . Prosseguindo o mesmo raciocinio, concluiremos que r, ¢ =1-c ¢é divisivel por b.

Vejamos outra aplicagdo do mesmo algoritmo.
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TEOREMA:

Com respeito ao maximo divisor entre dois numeros, temos a propriedade

M.D.C(m-a,m-b)=m-M.D.C(a,b).

DEMONSTRACAO:

Mais uma vez empregando o algoritmo euclidiano com respeito aos niimeros a e

b, escrevemos:

a:b'ql_'_r1

b:rl'qz +r,
L=1-q,tn
L=5-q, +r,

rn—} = rn—Z . qn—l + rn—l Onde O<rn—1 < rn—2

r, ,=r,, -q, +r, onde O<r, <r, ,

rnfl = rn : qn+l + O

Agora cada uma destas equagdes ¢ multiplicada por m obtendo:
m-a=m-b-q, +m-r,

m-b=m-r-q,+m-r,

m-r, =m-r,-q,+m-r,

m-r,=m-r,:-q, +m-r,

m'rn72 :m-rnfl‘qn +m'rn

m-r,_, =(m-r,)-q,,, +0

Portanto, teremos de imediato o resultado.

Para concluir, vejamos outro resultado intrigante devido a Euclides, que trata da
infinidade dos ntimeros primos. Burton (2006, p. 183) descreve que a demonstragao ¢
encontrada no Livro IX, proposi¢do 20 dos Elementos. Burton descreve-a como ingénua
e simples. De fato, Burton comenta que, empregando uma moderna notagdo, Euclides

escreve a seguinte listagem de primos: 2,3,5,7,11,..... em ordem crescente. Por outro
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Fundamental para afirmar que este numero devera ser divisivel por algum primo q,
onde g >1. Entretanto, na listagem do produto, a partir das suposi¢des de Euclides,
em algum momento na expressio (2-3-5-7-----p), o fator q deve comparecer,
mas isto forgaria que q dividisse a seguinte combinagdo N —(2-3-5-7-----p)=1.
Assim, a fortiori, deveriamos ter q =1, o que é uma contradi¢do flagrante. E tal absurdo
¢ devido ao fato de termos feito a suposi¢ao de que o conjunto dos primos fosse finito.

Burton (2006, p. 183) faz um comentdrio importante. Nenciona que a prova
de Euclides demonstra a existéncia de algum primo maior do que p, entretanto nao
garante a existéncia de qualquer primo anterior apés o uso do primo p e da expressao
construida N =(2-3-5-7-----p)+1, empregada na argumentagio que vimos ha
pouco. Por exemplo, quando aplica de modo particular a construgdo acima, vemos que
N=(2:3-5-7---+-13) +1=30.031=59-509 .

Aqui vemos que temos um primo q =159 bem distante do primo fornecido
p=13. Mas um problema interessante apontado por Burton (2006, p. 183) é: como
determinar se um inteiro particular é primo ou a composic¢ao de primos ou outros fatores
e como encontrar um divisor ndo trivial?

Burton (2006) menciona que a abordagem mais aplicavel para este problema seria
o algoritmo das divisdes sucessivas até que possamos encontrar um divisor. Embora ttil,
na prdtica o método pode fornecer algumas dificuldades uma vez que exige vdrios cdlculos
(BURTON, 2006, p. 183). Por outro lado, o autor sugere o seguinte: Se temos um inteiro
a>1 énao primo, o mesmo pode ser escritopor a=b-c,onde 1<b<a el<c<a.
Mas sem perda de generalidade, vamos assumir que b <c, sem deixar de notar que
0<b<c. . 0<b’=b-b<c-b=a.Assim, temos 0<b<c..b’ Sa—>0<b§\/§.
Mas desde que 1<b < a, devemos considerar que existe pelo menos um fator primo
que divide b e, deste modo, escrevemos: p <b < \/a . Obtemos ainda que p divide a.
Assim, se temos um inteiro positivo ndo primo, podemos garantir que existe um fator
primo p que divide a, de modo que p < Ja . com respeito a este critério, enunciaremos

o0 seguinte teorema:

TEOREMA:
Se a>1 ¢ um nimero composto, entdo ha um nimero primo p tal que p\a
(p dividea)e p < Ja.

Antes de discutir sua demonstragdo, vale observar que o critério discutido por

Burton (2006) e demonstrado por Domingues (1991, p. 58) é chamado de “Crivo de
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Erastétenes”, que é um algoritmo e um método simples e pratico para encontrar numeros
primos até um certo valor limite. Segundo a tradigao, foi criado pelo matematico grego
Eratostenes (c. 285-194 a.C.), o terceiro bibliotecdrio-chefe da Biblioteca de Alexandria.

Mas vejamos sua demonstragao.

DEMONSTRACAO:

Por hipétese, a pode ser decomposto da seguinte maneira a=b-c, onde vamos
supor que 2<b <c<a.Oresto da demonstragdo pode ser observado na argumentagao
desenvolvida por Burton (2006) que discutimos ha pouco.

Por outro lado, se a >1 nao ¢ divisivel por nenhum dos primos tais que p < Ja,
entdo tal nimero a >1 devera ser um nuimero primo (*).

Vejamos agora um exemplo.

ExemrLo:

O numero 271 ¢é primo?

Primeiro observamos que 16 < \/ﬁ <17. Assim, segundo os critérios do Crivo
de Erastotenes, os primos que ndo superam 16 sao: 2,3,5,7,11 e 13 . Mas reparamos que

nenhum deles divide 271. Logo, a partir da observagao (*), tal nimero deve ser primo.

ExEmMPLO:

O numero 2093 é primo?

SorucAo:

Notamos que 45 < m < 46 . Assim, precisamos examinar todos os primos
que satisfazem p < m . Por outro lado, podemos concluir que 299=13-23
2093 =7-299 . Passamos, entdo, a outro problema resolvido pelo método do Crivo:
encontrar 17 < \/ﬁ <18. Temos, desse modo2,3,5,7,11,13 e 17. Assim, obtemos
que, conclusdo 2093 =7-13-23.

Por meio desse método, podemos identificar todos os primos, por exemplo, que
nao excedem o valor n =100 . Por exemplo, Burton (2006, p. 188) diz que reconhecendo
certamente 2 como primo, passamos uma cruz (X) em todos os pares de nossa lista, exceto
no proprio 2. Na sequencia, todos os multiplos de 3, exceto o 3 (/). Removemos também
os multiplos de 5 (10, 15, 20,....). Na figura abaixo, encontrada em Burton (2006, p, 188),

vemos todos os ntimeros desejados.
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Figura 23: Identificagdo dos primos menores que 100 (BURTON, 20006, p. 188)

Vamos finalizar este topico discutindo um pouco mais da Algebra Geométrica
grega. Bunt, Jones e Bedient (1988) explicam que a primeira proposigao do Livro II dos
Elementos de Euclides lida diretamente com propriedades algébrico-geométricas. Por
exemplo: se existem duas linhas, uma das quais ¢ dividida em um numero de partes, o
retangulo contido por uma das duas linhas possui drea igual aos retangulos nao divididos
pela linha e as varias outras partes divididas pela linha.

Bunt, Jones e Bedient (1988) explicam a propriedade usando uma formulagao
moderna: se o retangulo ABCD possui um lado de comprimento a e o outro consiste
em trés partes de comprimentos b, ¢ e d, entio a-(b+c-+d)=ab+ac+ad.
Esta identidade representa a propriedade distributiva obtida por meio da multiplicagao
(BUNT, JONES; BEDIENT, 1988, p. 183), como vemos na Figura 24(i).

(i) an

F G
A E G D
X
A B
. ] / a
b c d
B F H C D K C

Figura 24: Propriedades discutidas por Bunt, Jones e Bedient (1988, p. 184)

Mais adiante, os mesmos autores mencionam a Proposi¢do II Figura 19(ii), que
envolve um problema de algebra-geométrica ao resolver o problema de equagdes

quadraticas. O problema é descrito como segue: para dividir uma linha reta em duas partes
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iguais de modo que retangulo contido por uma destas partes seja de igual drea ao quadrado
da outra parte (BUNT; JONES; BEDIENT, 1988, p. 183).

Em termos atuais, Bunt, Jones e Bedient (1988, p. 184) orientam que: se AB éum
segmento dado, devemos construir um ponto X neste segmento de modo que o retangulo
de lados AB e XB possua a mesma area do quadrado de lado AX e assim tomando
AB=a e AX = x . Entio construimos as equagdes: a(a—x)=x" e x’ +ax—a’ =0,

a(x/5 —1) . a5

2 — .

que possui como solugdo x, = 2 5
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TOPIGU 3 A matemética japonesa

OBJETIVO
. Adquirir nogdes introdutérias sobre a matematica

japonesa

mith e Mikami (1914, p. 1) explicam que a Histéria da Matematica

japonesa pode ser dividida em seis periodos:

* O primeiro periodo até o ano de 522, quando observamos intensa influéncia
chinesa.

* O segundo periodo de aproximadamente mil anos (552 - 1600) foi marcado
pela influéncia do tipo de aprendizagem chinesa na Korea.

* O terceiro periodo teve menos de um século de duragao (1600 - 1675)
marcado pela influencia de Seki. Este periodo pode ser chamado como Renascimento da
matematica japonesa.

* O quarto periodo (1675 - 1775) pode ser comparado de modo sincronico
ao mesmo periodo na Europa. Justamente com uma iniciativa de Descartes, Newton e
Leibnitz preparam o caminho para os trabalhos de Bernoulli, Euler e Laplace. Os trabalhos
do grande matematico japonés Seiki e de seu aprendiz Takebe evoluiram bastante neste

periodo.
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* O quinto periodo se estende de 1775 a 1868. E o periodo de culmindncia da
influencia da Matemadtica Japonesa (SMITH; MIKAMI, 1914, p. 2).

* O sexto periodo inicia com a incursao da cultura japonesa em outros paises.

NTRQ % -

Figura 25: Os quadrados magicos estudados na cultura matematica japonesa

Smith e Mikami (1914, p. 96) discutem o problema seguinte, ilustrado na figura
26. No problema de Sawaguchi, exibimos dois circulos inscritos em um circulo maior.
A drea restante ¢ de 120 unidades. O didmetro comum dos dois circulos menores vale 5
unidades. E requerido o valor dos didmetros.

Na solugdo atual, temos dado x=diadmetro do circulo menor e

y = didmetro do circulo maior, entdo x +5.

Figura 26: Problema de Sawaguchi (SMITH; MIKAMI, 1914, p. )
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Evolucao e métodos
AULA 5 algébricos

Ola aluno(a)!

Nesta aula discutiremos alguns modelos algébricos que evoluiram a medida
que as ideias empregadas pelos matematicos em épocas histéricas distintas se
sofisticaram. O aumento de precisdo das notagcdes e simbologias foi uma dessas
sofisticacdes. Vamos |4, entao?

Objetivos

e  Compreender o processo evolutivo dos métodos algébricos
e Conhecer os problemas antigos que envolviam equacdes polinomiais
e Entender os métodos analiticos para resolucao de equacdes cubicas
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4 Um problema antigo relacionado
T PI 1 a equacao polinomial do
segundo grau

OBJETIVO
. Apresentar situagdes-problema de civilizagdes

antigas que envolvem a equagdo quadratica

ndiscutivelmente problemas que culminam com a resolugao de grau dois
sao facilmente identificados em varias civilizagbes, tantos ocidentais

como orientais. Neste sentido, Katz (1988, p.35) explica que:

Problemas envolvendo o produto de valores desconhecidos e equagdes de
grau dois eram estudados e conhecidos hoje como relacionados as fungdes
quadréticas. Por exemplo, problemas relacionados ao Teorema de Pitagoras
produzem tais equagdes. Tais equagdes tinham grande fonte na matematica
babildnica e chinesa. Em ambas civilizagdes os métodos eram baseados em

ideias geométricas.

No contexto da matematica oriental, Katz sublinha que alguns problemas

do livro Jiuzhang podem ser traduzidos em sistemas de equagdes. Ele exemplifica

X—y=26,8
com as relagoes , y ) . A solugao chinesa se baseia na ideia do teorema de
x" +y =100
x—y=d
Pitagoras e, se escrita de forma genérica, pode ser representada por 5 s , -
X" +y =c

A figura usada no problema genérico sugere (x+y)’ =4xy+(x—y)’
e também ¢’ =2xy+(x—y) oudxy=2c’—2(x—y)’. Segue entio que

(x+ y)2 =2c" — (x— y)Z S(x+y)= \/2C2 —(x— y)2 . Finalmente no antigo

2
manuscrito encontramos (x+y) — C__(g)z . Verifique! No final encontramos

2 2
x=9,6 e y=2,8 . Verifique também!
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Embora o livro chinés Jiuzhang contenha outros problemas que podem ser
traduzidos em sistemas lineares e equagdes quadraticas, aparentemente a fonte

babilénica contém exemplos de textos bem antigos. De fato, em vdrios tabletes

babilénicos encontramos xy=e e alguns dos textos sugerem a relagio com
x+y=>b

relagdes de perimetro e drea de retangulos.

Nos tempos antigos, havia a crenca de que a drea dependia apenas do
perimetro. “E existem vdrias histérias indicando que quem conhecia melhor este
conhecimento poderia tomar vantagem com respeito a quem admitia tal crenga
equivocada (KATZ, 1988, p. 36)”. Para demonstrar que retangulos de mesmo
perimetro podem possuir areas diferentes, os babilénios construiram tabelas de

area ¢, para um dado perimetro 2b.

x—y=Db
Um desses problemas descrito por y possui solugdo dada por
X2 +yz —c
_b Verifique!
2

Em outros problemas, encontramos a tentativa de solugdo geométrica

~ 2 . .
da equagio x"+bx=c, que, em termos atuais, pode ser verificada por

RS
x=|=| +c—=

X b X bi2

bf2

Fonte: DEAD/IFCE adaptado de Katz (1988)

Figura 1: Solugao geométrica da equacao quadrética pelos babilonios (KATZ, 1988, p. 38)

O problema de achar dois niimeros conhecendo-se sua soma s e o seu produto
p € um dos mais antigos da Matematica. Ele ja se encontrava em texto cuneirforme,
1700 a.C., como comentamos hd pouco. Em termos modernos, podemos reformuld-
lo por: determinar os lados de um retdngulo, do qual se conhecem o semiperimetro s
e adrea p.

Lima (2002) esclarece que os numeros procurados, digamos o e@, sio
raizes da equagdo x° —sx+p=0. De fato, admitindo que o + 3=s e a-3=p,

~ s A . 2
entdo o trindmio x°—sx+p=0 se anula em x=aex=03, o que pode ser
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verificado facilmente. Este problema descrito pelo matematico Elon Lages Lima
sempre despertou interesse nos matematicos do passado. Neste sentido, Katz (1988,
p- 175) sublinha que “a maior parte dos problemas de Diophantus de Alexandria,
conhecido como o pai da Algebra, pode ser descrito por um conjunto de equagdes

com k indeterminadas”.

‘ Problema: Dividir um ntimero em duas partes possuindo sua diferenca.

Segundo Katz, Diophantus apresenta a solugao para o caso em que o niimero
100 ¢é fornecido e a diferenca vale 40. Ele escreve 2:-x+40=100. O método de

Diophantus funciona para um dado a e uma dada diferenga b, de modo que b<a;
a—b

a equagao ¢ descrita por 2-x+b=a. Assim, o niimero desejado é x =

Problema,: Dividir um ntmero dado em outros dois numeros tais que duas fragdes

(diferentes) quando somadas produzem o dado numero.

Katz (1988, p. 176) explica que, em notagdo moderna, temos a,b,r,s (r<s)

ut+v=a
e desejamos encontrar uev de modo que {y vy . Katz sublinha que
r s
; ; x ; - a a
Diophantus conclui que, para a solug¢ao do problema, é necessario que —<b <—.
s r

Ele apresenta o seguinte caso particular resolvido: a=100; b=30; r=3 e s=5.

Assim, as partes desejadas sdo 75 e 25.

Problema3: Encontrar dois nimeros tais que sua soma e a soma dos seus quadrados sejam
conhecidos.

xt+y=a
Katz (1988, p. 176) discute que, no caso geral, temos ; | Y , . Tal
x +y =b
sistema ja era conhecido pelos babilonios. Por outro lado, Diophantus obtém a

\V2b—a® a +2b—2a’

seguinte solugdo: x = a +——ey=———"7"-—7-—. Neste caso, devemos ter
2 2 2 2

necessariamente um numero racional, conforme Katz (1988). O autor questiona
a possibilidade de Diophantus poder ter tido acesso aos escritos babilénicos de
onde obteve inspiragdo, apesar de esse antigo matematico manifestar bastante

originalidade nos seus métodos.

Problema % Dividir o quadrado de um nimero em dois quadrados.

Por exemplo, dividir 16 =4 em dois quadrados. Temos que encontrar x’

2 , , 2 2
eooutro a=16—x" o segundo nuamero. Podemos também escrever x~ + y =16.
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Problema,: Ore (1948, p. 181) discute o problema elaborado por Diophantus “encontrar dois
numeros tais que sua soma ¢ dada na proporgao da razao dos seus quadrados”.

X2 +y2
Xx+y
x*—xp+y’—yp=0, que pode ser considerada como uma equagio de grau dois.

2
Exibe as solugdes ng:lzdp?—yz +py . Considerando que o problema deve
2

P

. ’ . . . 2
ser resolvido em termos de numeros racionais, o numero ~——y” +py deve ser
4

Em notagdo moderna, temos =p. Ore(1948) escreve a equagdo

quadrado. Em seguida, Ore(1948) escreve r = % +t-y e devemos impor a condigao

2 2 2
p P 2 p p 2 2
Sty =t —y 4pye 425 ty+t
[2 y]4ypy4 Sty ey
p2
=Y tpyopttty=
=—y+p.yty t'=p—p-teyl+t)
1-t
1+t ()
Desse modo, para um racional t qualquer, o valor correspondente de

=p-pteoy=p

2
y é dadopor (*) e torna a expressiao [%—f—t-y] =%—y2 +py um quadrado
perfeito. Assim, escrevemos:

2 2 2)2
P P 1—t p_ pt—pt
4t ==+t p——| ==+ —
[2 y] [2 p1+t2] [2 1+t J

2

p+pt’ +2pt—2pt2 ’
214+t%) 21+t

2

2pt — pt®
P +P P

p+2pt—pt’ 2: B‘l—i-Zt—t2
214+t%) 21+t

2(14t%) 2 (14t}

Retornando a equagao:

2 2
p p 2 P p
=—:|:,/—— +py==*,/| -+t
X ) 4 y TPy 5 [2 Y]

2

2 2
_py [paxae) b fp1ra
2 \z2 (1+t) 2 |2 1+t
Dessa  forma, obtemos dois valores para x dados por
« =P |pLt2-t') ppt’ipiaptopt’ 2pi2pt_ It .
S22 e 201+1) 20+8) (L)

teremos também:

P [ﬁ 1+2t—t2]_p+pt2—p—2pt+pt2_—2pt+2pt2_ t—t (-1

Xy =~ 2 2 2 N4 2
2 (2 (1+¢) 2(1+1¢%) 2(1+1¢7) 1+¢%) 1+¢t)
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Problemasz Encontrar trés nimeros tais que um deles ¢ media proporcional dos outros.

Em termos de modernas notagdes, Ore (1948, p. 183) escreve que x >y >z
x—y=a’
sdo trés numeros racionais, de modo que {y—z=>b’ . Para satisfazer as duas
2
X—z=c

x:y—l-a2

primeiras condigdes, precisamos ter Concluimos, assim, que

z=y—b’
a’+b’=(x—y)+(y—z)=(x—2z)=c’.".a’ + b’ =’("). Notamos que temos que
satisfazer as hipéteses do problema relativas a y* =x-z. Por outro lado, a partir
da relagdo (*), evidenciamos que os numeros a,b e ¢ devem satisfazer as condigodes
de uma terna pitagérica do tipo a =2tr ; b:(t2 —Dr; c:(t2 +1)r, onde r,te Q.
Na sequéncia, Ore (1948, p. 183) estabelece que:
y’=x-z=(y+a’)y—b’)=y’—b’y+a’y—a’b’ -y’
=y’ —b’y+a’y—a’b’ - 0=—-b’y+a’y—a’b’
a’b’ a* b*
a’—b’ T a’—b’ °* a’—b’

Orienta ainda que, para obter uma solugdo, devemos substituir os valores

(—)y:

para a, b e c. Desde que as solugdes sejam positivas, escolhemos os lados do

triangulo pitagérico com a>b. Ore comenta que Diophantus ilustra o método
(256 144 81]

fornecendo a terna (a,b,c)=(4,3,5), encontrando (x,y,z)=|—,—,—

7 7 7

Heath (1910, p. 58) comenta que “Diophantus estava apto a resolver equagdes
de primeiro e segundo graus, de uma ctbica encontramos em sua Aritmética
somente um exemplo com respeito a um caso especial”. Bunt, Jones e Bedient
(1988, p. 200) sublinham também que Diophantus conseguia escrever polinomios

de modo muito conciso e preciso, tais como:

AY~AMie = 3x*+15

AYTANMEnAYC = x* —60x* + 900

A originalidade do trabalho de Diophantus e a aceitagdo da obra Arithmetica
na Europa Ocidental no tempo da Renascenga é marcada pela influéncia do

matematico de Alexandriano que se refere as notagdes algébricas e, posteriormente,

na teoria dos niimeros. Em sua obra, encontramos o seguinte teorema.

Teorema,: Se o € (3 sdoasraizes de x> —p-x+q=0,compeq>0esea>f, entio(a)
para que tenhamos x? — p-x+q>0, devemos ter X > o ou x<@3; (b) para que tenhamos
x* —p-x+q<0,devemoster x < a ou x>03;
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Heath (1910, p. 61) acrescenta que Diophantus exibe a equagdo
17x> —=72x+17=0, com raizes A=5184—4-17-17 =4028 = 4-1007; assim,

_ 3641007 36 —~/1007

X, 17 e X, :1—. De fato, pelo gréfico, observamos que, se
7
36 —+/1007 36 ++/1007 ,
<x< , temos 17x° —72x+17 <0, de acordo com que

17 17

Diophantus concluiu ha séculos atras. Diphantus discute também a equagdo

36 ++/1007 .

19x° —72x+19=0 e, nesse caso, temos A =4-935; assim, X, =

19
36 —+/1007 ) L
X, = TR Podemos constatar na Figura 2 que o teorema ¢é verificado neste
caso particular.
g m \ (1
2\ \
= 2001 \ 200
P \
5\ \
Cf \
T \ 1501 150
o Y \
S \ \ 190 - 72X+ 19 =0
o \
S \‘\ 100 17xt - 72x + 17 =0 \, 100 /
° b
5\ / \ /
< / '50 /
& /
= N x L 3 x x
~ t > Ld
g 2 \z / 5 2 A \ 2 / 45
A 50 o 50 5
P
=1
[}
=

Figura 2: Casos particulares discutidos por Diophantus

Encontramos também na obra de Diophantus a solugdo de sistemas
de equagdes que envolvem equagdes quadraticas, por exemplo {Z ‘:]7] :BZa .
Admitiremos que §>m, assim escrevemos {=a+x e m=a—x, 0 que
satisfaz a equagdo §+m=2a. Na sequéncia, Diophantus propunha que
g€ m=B—(atx)a—x)=B—a’—x"=B+—x’=a’—B.

Em seguida, para obter uma equagdo quadratica, ele escreve
{& +n=2a

£m=8

temos ainda 1? —2a-n—B+a’ =a’ <> (n—a)’ =a’ — B e observamos também que

—(2a—m)m=B..m°—2a-n—B=0. Completando os quadrados,

x’ =a’ —B se, esomentese x° =a’ —B=(n—a)’ .. x =(n—a) asolugio desejada.
£+n=2a £—m=2a
S, e (b .
£€+n =8B £m=B
No primeiro caso, temos E=a+x e n=a—x, portanto

Diophantus discute ainda os casos (a) i

€41 =B—(a+x) +(a—x)" =B, assim:
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B—2a’

(@’ +2ax+x°)+(a° —2ax+x’) =B 2@@° +x’)=B+—x’ = 5

Voltando ao sistema:
£+n=2a [£=2a—n
< LV
&2‘1'_7]2:]3 gz—f—ﬂz:B

Por fim escrevemos:

.(2a—n)*+n° =B« 4a’ —4an+2n’ =B.

B B
2’ —4a-m+4a’=Bon’—2a-n+a’=——a’—(n—a) =——a’. Desse

, 2 2

»_B—2a . B 2 2
modo, teremos x* = —x’=——a’=(n—a)’ < x=(n—a). Heath (1910,
2 2
: - §-—m=2a -

p. 66) menciona que a solugio de ¢ B ¢ semelhante ao primeiro caso,

segundo Diophantus.

‘ Problema 7: Adicionar o mesmo ntimero a um cubo e fazé-loigual ao cubo da soma de ambos.

Katz (1988, p. 181) descreve a seguinte notagdo moderna
x’+y=(x+y)’. O autor diz que Diophantus assumiu que
x=2y. . x +y=(x+y) < Qy) +y=Q2y+y) <8’ +y=03y), assim
temos 8y’ +y =27y’ <>y =19y’ <>1=19y’. Desse modo, obtemos um ntimero
que ndo ¢ quadrado perfeito, mas Diophantus buscava um quadrado perfeito.
Por outro lado, ele observou que 19=3’—2’. No entanto, reparamos que
desejamos encontrar dois nimeros consecutivos z e z+1 de modo que tenhamos
(z+1)’ —2z’ = quadrado perfeito < (z+1)’ —z’ =3z" +3z+1. Katz comenta
que, nos célculos de Diophantus, encontramos a condigdo (1—2z)*, produzindo
o valor z=7 e z+1=8. Retornando agora ao problema inicial x* +y=(x+y)’,
devemos impor que x =7y . Assim, substituimos:

X +y=(x+y) < ((7y) +y=(y+y) <343y’ +y=512y’ < 1=169y"

1
Segue que Y = —— e o valor desejado é de Z,
13 13

Problema 8: Segundo Katz (1988, p. 357), Pedro Nunes foi um matematico portugués que
se destacou por uma obra de 1532, intitulada Livro de Algebra. Ele resolveu o seguinte
problema: Encontre dois nimeros cujo produto e soma dos seus quadrados sejam conhecidos.

O produto dado como 10, e a soma dos quadrados 30.

Numa notagdo moderna, Katz(1988) escreve:

2 2
x -y =10 10
{ Y . x’ +[—]:30<—>x4 —30x*+10=0. Seguindo a férmula
X

X’ +y* =30 ’
de Al-Kharismi, temos x°>=15=++/125, e os dois numeros desejados sao

JI5— 125 e 154125 .
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Finalizamos este tépico destacando, por meio dos problemas discutidos, a
grande importancia do papel atribuido as equag¢des quadraticas. De fato, vimos
que, em varias culturas, por meio de métodos distintos ou semelhantes, as antigas
civilizagdes, por motivos as vezes distintos e particulares, se interessaram pela
resolucao dos mesmos problemas de Matemdtica. Na proxima secgdo, discutiremos
um pouco da histéria sobre as solugdes das equagdes do tipo ax” +bx’ +cx+d =0
e o0s casos possiveis de resolucdo da qudrtica ax® +bx’ +cx’ +dx+e=0, que
envolveu muitas matemdticos italianos, com énfase para Fra Luca Pacioli (1445-
1514), além de discutir com alguma brevidade os problemas relacionados com a
insolubilidade da quintica ax’ +bx" +cx’ +dx* +ex+f=0.

Neste topico estudamos equagdo de grau dois, que se mostrou sempre
envolvida na resolugdo de vdrios problemas. Na sequéncia, continuaremos o estudo

de equagdes, s6 que nossa atengao estard voltada para a cubica.
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y
As formulas de tartaglia ensinadas
T PI para cardano

OBJETIVO
. Apresentar os métodos analiticos para a

solugdo da cubica

niciamos nosso tépico abordando um pouco da histéria dos matematicos

italianos Tartaglia e Cardano.

Tartaglia nasceu muito pobre. Tinha sete anos quando uma tropa francesa,
ao saquear Brescia, irrompeu em um templo, onde grande parte da populagao
se refugiara. Um soldado deu-lhe um golpe com um sabre no meio do rosto.
Depois disso, o menino gaguejou anos a fio. Por isso os amigos o apelidaram
de “Tartaglia” (tartamudo ou gago). Tartaglia contribuiu para a matematica
com a redescoberta da resolugdo de algumas equagdes cubicas. Envolveu-
se em disputas com Cardano, que publicou primeiro sua solugao, mesmo
havendo jurado que nao o faria. A disputa terminou quando o discipulo de
Cardano, Lodovico Ferrari, de posse da solugdo da equagao do quarto grau,
propos questdes que Tartaglia ndo conseguiu resolver. Fonte: http://www.

somatematica.com.br/biograf/tartaglia.php

https://pt.wikipedia.org

2

Figura 3: Imagens de Girolamo Cardano (1501-1576) e Niccolé Tartaglia (1499-1557)
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VOCE SABIA?

Girolamo Cardano foi um cientista e sabio a moda
de seu tempo, matematico, filésofo, médico.
Seguindo o conselho de um amigo, foi para

Sacco, uma pequena aldeia a 15 km de Padua

Rosa (1998, p. 45) recorda que:

Na época em que Tartaglia ensinou a Cardano a
férmula da resolugao de uma equagao do terceiro grau,
os matematicos nao dispunham de uma notagao para
tratar as equagdes e ndo podiam expressar suas formula
de modo resumido como fazemos hoje. Portanto, nao
¢ estranho que Tartaglia comunicasse a Cardano o

segredo de sua descoberta através de versos.

onde se dedicou a medicina ndo sendo muito . .
Rosa explica que os casos analisados

bem sucedido. Numa busca desesperada de uma
p foram: x’+ax=b,x’ =ax+bex  +b=ax.

mudanca de sorte os Cardanos mudaram-se para .. .
¢ P Rosa ressalta que Tartaglia introduziu duas

Milao. Cardano teve a sorte de obter o antigo novas variaveis a0 chamar U—V =b . Ao longo

posto de ensino em matematica de Fazio, seu pai, ) N
do seu texto, encontramos também a relagao
na fundagdo Piatti em Milao.

a . ~
Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/ U-V=|—|, mas vejamos sua argumentagdo de

do mak detalhad
opombo/seminario/renascenca/cardano.htm modo mais detathado.

O caso considerado inicialmente foi o
e G PY equagdo x’+ax=b. O autor recorda a
formula (u—v)’ =u’ —3u’v+3uv’ —v’, que pode ser escrita de outro modo:
(u—v) =3uv’ =3u’v+(’ —v’ ) (u—v) ==3u-vu—v)+ U’ —v’). Por
fim temos (u—v)’ 4 3u-v(u—v)=(u’—v’). Vamos agora comparar as equagdes

a
Fazendo [3U-V=a ., U'V=—

(u3 —v3)=b

x> +ax=Db

(u—v) +3u-viu—v)=(u’—v’)

Resta-nos a

(u—v)3—I—3u-v(u—v)=(u3—v3)<—>(u—v)3+a(u—v)=b.

. . . ~ 3
podemos inferir que x =u—v e satisfazarelacio (u—v) +a(u—v)=>b, uma vez

exXpressao Agora

que x’ +ax=b.

| &

A partir dai passamos a resolver o problema , pois, achando

w W

(u3—v )=b

os valores de u e v, encontraremos os valores correspondentes para x, uma vez que

x =u—Vv . Por outro lado, reparamos que v E . Fazemos agora a seguinte

a
u = R
substituic¢do , 27
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Rosa (1998, p. 48) aconselha que este ultimo sistema pode ser visto como

satisfazendo a condigdo da soma e produto das raizes U e -V da equagdo quadratica

3
dadapor X* —b-X + [——] =0 . Aplicandoométodo deresolugaousual, escrevemos

1’ e temos duas raizes, mas Rosa destaca

que uma raiz serd U e a outra raiz —V. Entretanto, recordamos, desde o inicio,

b, (b)Y ,(a)
que X=u—Vv= Ju - i/_ Na sequéncia, escolhemos U= 5 + [—] + [—] e

=t o) Ji_ P gue que C
o o] e [ 2
e T

N R T O

Esta tltima formula resolve equagdes do tipo X’ +ax=b . Dunham (1990)

™
Il
c
|
<
Il
=
|
=
Il
l&
+
| o

acrescenta que Cardano descobriu como resolver a equagido de uma cubica geral do

tipo x> +bx* +cx+d=0, onde os coeficientes b, c e d sdo nio nulos.

Fonte: DEAD/IFCE adaptado Dunham (1990)

A t-u B u C

Figura 4: Interpretagao geométrica descrita por Cardano (DUNHAM, 1990, p. 143)

Dunham (1990) explica que Cardano imaginou um cubo largo, possuindo
lado AC, cujo comprimento denotamos por AC=t. O lado AC=t é dividido
no ponto B, em um segmento BC=u, e portanto o segmento AB=t—u,
onde as varidveis u e t sdo auxiliares. Como a figura 4 sugere, o cubo devera ser

repartido em seis pedagos, e cada um com um volume:
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3
- 0 pequeno cubo de volume u’;

3.
’

- 0 cubo maior de volume (t—u)

-u’ (t—u);

- u-(t—u).

Claramente, o volume de todo o cubo é:

AC =t =(t—u) +2tu(t —u) 4 u*(t—u)+ u(t —u)’

(t—u)3 +[2tu(t—u)—|—u3(t—u)—|—u(t—u)z] =t —u’

(t—u)’ +3tu(t—u)=t" —u’

Dunham (1990, p. 144) explica que o leitor moderno notara que podemos
deduzir o mesmo resultado usando uma 4lgebra mais moderna.

De um ponto de vista algébrico, Cardano resolveu a equagdo x’ 4 6x =20,

como explica Dunham (1990, p. 146). Devemos observar que, neste caso, temos
u-v=>2

a=6 € b=20.. . Por outro lado é mais facil obter as raizes de
(u’—v’)=20

X*—20-X—8=0. Mas observamos que A =368, assim X=10++/100+4 .

Teremos, entao, duas raizes X, =10++/108 e X2:10—«/10 , por termos

x =310+ /108 + 310 — 108 .

. ~ 3
Vamos considerar agora a equagao x +3x=10. Neste caso, temos a=3

e b=10. Encontramos a equagio X*—10-X—1=0 e, na sequéncia, temos

10 1) (3Y 10 10y (3Y
—+ [—] —i—[—] =5++26 e —— [—] —i—[—] =5—+/26, que sdo suas
2 V2 3 2 V(2 3

raizes e, entdo, encontramos x:i/5+\/26 +{/5—\/26 . Quando recorremos

aos recursos tecnologicos, podemos observar os comportamentos das fungdes

f(x)=x"+6x—20 e f(x)=x"+3x—10. E interessante observar que, no caso
(I) abaixo, vemos que f(2)=2"+6-2—20=0, ou seja, x =2 ¢ raiz. O mesmo nio

podemos inferir para o caso (II).

2 0] ]
(=]
a
m fx) = x* + bx - 20/ 100 fl’K’=X“3K'1Df.'
2 /
1=} / 80 /
) 100
< 60
a
.. 504 40
2 20
5 X x
= > - >
2 - "2 3 4 5 2 1 4+—T 2 3 4 5
T ~ 20
L
// -40

Figura 5: Interpretagao geométrica das equagdes

Vamos agora discutir a argumentagdo devida a Dunham (1990, p. 147)
para o caso de ax’ +bx+c=0, com a=0. Dunham faz a seguinte substituicao

X=y——. Assim, temos:
2a
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, b’ b
ax" +bx+c=0«ajly——| +b|ly——|+c=0«
2a 2a

., b b’ b’ ) b’
aly" ——y+-—|t+by——+c=0<ay  —by+—+by+c=0
a 4a 2a 4a

ayzzb—z— b
2a  4a’
, b*—dac ++/b* —4ac
ay =—— . y=——
4a 2a

Segue que obtemos as raizes conhecidas. Mas esta substitui¢do
x:y—i elimina o termo na varidvel de grau 1. Dunham (1990, p. 148)

2a
salienta que Cardano realiza a seguinte substitui¢do x=y——, para o caso de

3 2
ax3+bx2+cx+d:O<—>a[y—£] —i—b[y—i] —I—C[y—£]+d:0. Fazendo
3a 3a 3a

as devidas operagdes, devemos obter:

b’ b’ 2b’ b’ cb
ay’ —by’ +—y— +|by* — + +[c ——]+d=0
Y Y 3ay 2732] Y 3a Y 9a’ Y 3a

2
Reparamos que o termo de y° deve cancelar-se. Re-escrevemos:

, b 20 b cb

ay  +—y— +—+cy——+d=0
Y 3ay 27a>  3a Y 9a’ Y 3a
b’ b’ ¢b b’

ay’ +(c——)y+[—5——+d— =0

R I 272
e, portanto,

3+(__b2)_|_[b3_cb g_b3]_3+ L g=0-v tpy—

Y 322”7 Toa 32t 4 a7a 0 T BYTATT Y TRYTA

Onde tomamos —(E—b—z) e —[—b—B—l—ﬂ—g b’ ]. Vejamos um

P a 3a’ E 9a> 3a’° a 27a’ )

caso de aplicagdo para 2x’ —30x”* +162x —350=0. 30

Nesse caso, seguindo o raciocinio acima, fazemos x:y—%:y—l—S.

Assim, temos:
2x" —30x” +162x —350 =0 < 2(y +5)" —30(y +5)* +162(y +5)—350 =0«
2y’ +12y—40=0<7y +6y =20
E ja sabemos que y =2 ¢ solucdo para tal equagdo, consequentemente,
x=y+5=2+5=7 ¢solucdo para 2x’ —30x’ +162x —350=0.
Outro matemdtico que se destacou pelo interesse em equagdes algébricas foi
Francois Viete, que nasceu em Fontenay, no ano de 1540, ¢ morreu em Paris, no
ano de 1603. Nao foi um matemadtico de profissdo, porém seu lazer era dedicado a

Matematica.
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Seu método de resolugio ax’ +bx+c=0 consiste em fazer:
x=u+v..au+v) +bu+v)+c=0<a(u’+2uv+v’)+blu+v)+c=0
Viete escreve esta equagdo na incognita v, do seguinte modo:
a-v’+(2au+b)-v+au’+butc=0. Viete transforma tal equagio em uma
incompleta do 2° grau fazendo (2au+b)=0«u= — e obtém, assim, a equagao

2a
restante:

a-v’4+0-v+au’+but+c=0

, —bY)’ —b ,  b*—4ac
a-v ta|l—| +bl—|+c=0v =———
2a 2a 4a
2_4 _ 2_4
Setivermos b> —4ac>0..v=+ b—zac<—>xzu+vz[—b]:|: b—zac
4a 2a 4a

que ¢ a conhecida férmula de Bhaskara, podemos aplicar facilmente seu método na
equagao x> —3x4+2=0 e concluir que u= 2 ev=-+ l . Verifique!

Redfield (2001, p. 19) discute um caso urrzl pouco mais geral para
x’ +px+q=0. A ideia é observar que a solugio da equagio w’+Bw’ +C=0

pode ser auxiliada pela solugdo de (w’)’ +B(w’)+ C=0. Por outro lado, o autor

C
comenta ainda que w® +Bw’ 4+ C=0 é equivalente a equagio w° +B+—=0, ¢
w

a , .
a substituigao x = [w —|——) pode realizar tal conversdo para nds. Assim, Redfield

w
escreve:

3
x3+px+q:O<—>[w+i] -I-p[w-l-i]-l-qzo
w w
3

1
W’ +(p+3a)w + (32 +ap)— +——+q
W W

—p

Na sequéncia, o autor impde a condigao (p+3a)=0<—>a:—- Como
3

consequéncia, alguns dos coeficientes deve se anular. De fato, observamos que:
3

3 2 1 a
w +0-w+(3a" +ap)—+—5+q=0
wow

3
1 2 P
W3_|__p___|_ =0 (W) +g-w —2=0
27w’ d ( ) 4 27
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Pode ser resolvida como uma equagao quadratica como:
3

3 2 3

3)2 3 P 3)2 3 P 3 q 9 p
+qw ——=0< +Iq]-w +[——]=0...w =—=F,[—+—
(W) +aw =m0 (W) Halw + 1= 0w = ok e

2 3
Neste ponto, Redfield (2001, p. 20) toma u:i/_g+ ’q__|_p_ e,
2 4 27

considerando que x :u—L, resolve a equagdo original. De fato, observamos

3
que:
3
x3—|—px—|-q:O<—>[0L—L] —l—p[a—i]-l—qzo
3 3
2 2
3 3¢ 9 3
&_i] &2_2_p+p_2 +pa—p—2+q:0
3a 3 90’ 3a

2 2
o’ ZP_OL_FP_]_'_ZP_OL_FZL_I)__I)__FCI:O
3 le"

2 22
&3+P_]+L_p_}_p_+q:0
9a dJa 27x 3
3 3
)L trg=0o(?) +q-00 =B =0
( ) 270 d < ) E 27 s

2
Por outro lado, vimos anteriormente que <w3) +q-w’ —5—:0. Assim,
7

2 3

decorrerealmenteoqueoautorsustenta. Alémdisso, tomando f= i/—ﬂ L + P
2 4 27

e, em seguida, fazendo y =B—£, seguindo o mesmo raciocinio, inferimos que

2
esta expressdo resolve a equagdo (w3) +q-w —5—720 e, portanto, resolve

também a equagdo original. Desse modo, podemos escrever uma solugdo geral para

2 3 2 3
x’+px+q=0 na forma XZOH_B:i/_ﬂ_f_ q_+P_+i/_ﬂ_ q_+p_
(REDFIELD, 2001, p. 20). 2 4 27 2 4 27

Redfield (2001, p. 21) comenta que as outras solugdes sdo combinagdes de

aef3, dotipo a-a+b-[3, observando que vale a relagio:

2 3 2 3
Q.B:i/_%—i_ q_+p_.i/_ﬂ_ q__|_P_ :_B

4 27 2 4 27 3
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Além disso, o autor escreve:

(a-a+b-B) +p-(a-a+b-B)+q=
=a’a’ +3a’a’f+ 3aab’3+b’3’ + pac+ pb3+q =
=20’ + 3a2ab[%p] + 3ab26[%p] +b°8’ + pac+pbB+q =

= (33043 +b’3’ + q) + pac(—ab +1) + pbB3(—ab +1)
Redfield (2001, p. 21) observa que:

2 3
2 3 2 3

2 4 2 2 4 27

Assim, a expressdo (2:130L3 +b’3° + q) + +pac(—ab +1)+ pbf(—ab+1) sera
zerose a° =1 e b’ =1..ab=1. De fato, fazendo as devidas operagdes, observamos

que:

<330L3 +b’38° + q) + paa(—ab +1) + pb3(—ab +1) <
- (1- o’ +1-87+ q) + pac(—ab +1) + pbB(—ab +1)

(—q+q)+ pac(—ab +1) + pbB(—ab + 1) <

< (—abpaa + paa) + (—abpb( + pbf3) <

(—pac + pac) + (—pbB +pbB)=0+0=0

Em particular, a e b devem resolver z’ —1=0 (z—1)z" +z+1).

Entretanto, 1 é solugdo, e, pelas outras possibilidades de raizes de (z2 +z+1),

J-3 1 J=3

encontramos —l-|-_ e ___ Y =
2 2 2 2

Redfield (2001, p. 21) argumenta que existem apenas trés possibilidades
para a, se a=1.b=ab=1, e teremos a solucao x=a+3 fornecida pela

férmula de Cardano. Para as outras possibilidades, temos ab=1e b=a", e desde

que [—1—1—&]-[—1—&]:1 e também [—%4-\/__3]_1: 1 V-3

2 2 2 2 2 2 2
-1

J— = 1 -3 1 -3
I N=3 :_14_ 3, devemos ter a=——+—— ¢ b=—>———

2 2 2 2 2 2 2 2

— 1 -3 . ~
e, se a:—E—T, teremos b= ——+4——. Concluimos que as solugdes

2 2

@] +[_1_E].B

completas para X3—|—px—|—q:O sao x:a—}-B; [_%4_7 Q
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2 4 27

e {_l_E].OH_[_l_{_E].B, onde u:i/_ﬂ—i_ q_2+p_3 e

Exemriro 1:

Vamos considerar f(X):X3—3X+1 e resolver f(x)=0. Seguindo o

. . s 1
modelo acima, realizamos a substituicdko x=w-——=w-+— para obter
3x w

: Ly 1 : Lo
X =3x+leofwt—| —3jwt+—|+1l=w +1+—ow +w +1=0, e,
w w w

=3 S

assim, temos w’ :——:I:— _|__: _l_|_ +

2
Podemos agora obter o= 3/——-1—— =3—=- e encontrar as outras

duas solugdes. Neste ponto, Redfield (2001, p. 22) escreve outra solugdo como

— 1 N3 .3_1_1__”_3 + L N3 N3 ; a terceira solucgdo
2 2 2 2 2 2 2 2
1 -3 1 V=3 1 -3 1 /-3
é X= ————]3__+_+[__+—] 3~
2 2 2 2 2 2 2 2

Redfield (2001, p. 23) acrescenta que:

Escrito deste modo, as solugdes f(x)=0 nio parecem reais. Todavia, se
usamos algumas técnicas do Calculo em uma variavel real, podemos obter
o grafico de f(x)= x> —3x+1 e construir o seu gréfico como exibimos
abaixo. Pelo mesmo, vemos que seu grafico toca o eixo das abcissas em trés

pontos distintos, determinando trés raizes reais e distintas.

Analiticamente, temos ainda f(—3)=-17<0, f(0)=1>0, f1)=—-1<0 e
f(2)=3>0. E pelo teorema do valor intermedidrio, obteremos nossas raizes como

vemos na Figura 6-1.

>
0 !(x}=x3-3§»1 flx) = x* + 3x* -gxl- 7 g
/ m / A
15 / 40 { jSa)
/ 2
10 / =
/ a
5 / 20 <
— o
5 a
3 ffz' 10 T it 3 J g
b7 ]
r’f 5 ;/’ 3 1 1 2 fi' 4 g
/
/ 10 /
.f (i}
/ 15

Figura 6: Representacdo geométrica
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ExEmrLO 2:

Vamos considerar f(x)= x> 43x> —9x —27.

SorucAo:

Na Figura 6-II, vemos o grafico da fun¢ao polinomial de grau 3. Descrita por
3 2 . . o o~ 3
f(x)=x" +3x" —9x — 27, vamosrealizarasubstituicio x =y — 3 =y—1,portanto

temos  f(x)=x" +3x’—9x—27—f(y—1)=(y—1) +3(y—1)*—9(y—1)—27.
Podemos escrever ainda que:

(y=1": y =3y +3y-1

3(y—17: 3y* —6y+3

—9(y—1): —9y+9
—27: —27
y’ —12y—16
Na sequéncia, Redfield (2001, p 23) discute
y3 —12y—16=0.y=w ___12 =w +i . Feita a substitui¢do, teremos:
3w w

y —12y—16=0«
ay 4 , 48 64 48
w+—| - 12w+ —|—-16=0<—w +12w—|———|——3—12w———16=0<—>

w w w W w

w’—lew’ +64=0. (w —8’=0<w =8
4

Assim, escrevemos y=2+—=4ex=4—1=3, que é uma solugdo
2

para f(x):x3 +3x”>—9x—27. Para encontrar as outras raizes, Redfield

emprega as férmulas de Cardano para y’—12y—16=0. Ele argumenta
—3 ] +2 _—1 + i] ——2 s3do raizes desta equagao.
2 2

Dessa forma, as solugdes de x’+3x*—9x—27=0 sio =+3. Realizando
a divisdo deste polinémio por (x—3), Redfield (2001, p. 24) escreve
x’43x" —9x —27=(x—3)(x* +6x+9) = (x — 3)(x +3)’.

ExemrLo 3:
Redfield (2001, p. 24) discute o seguinte polinémio: P(x)= x—3x"+x—3.

SoLucAo:

Para usar as formulas de Cardano, substituimos:
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X:y—_?:;:y—f—l,'_P(X):X}—:ﬁXz—|—X—3

Py+1)=(y+1) —=3(y+1)’+(y+1) -3«
s —2 2
y —2y—4=0y=w——=wW+—

3w 3w
Substituindo mais uma vez, temos:

3w 3w

8 8 -
w’ + —4=0—wW' —4w +—=0 SAIBA MAIS!
27w’ 27

O Teorema Fundamental da Algebra

, 2 Y 2
y —2y—4=0—|w+—| —2\w+—|—4=0

(abreviadamente, TFA) é atualmente conhecido
Resolvendo, temos:

como a proposicio de que todo o polinomio

8
16—4-— ~ . .
4 10 complexo ndo constante, numa indeterminada,
w43 2T 541 f3
2 2 9 possui, pelo menos, uma raiz complexa. Mais
Assim, as solugdes de

http://www.amma.com.pt/cm/af33/trfl /trigo_
P(x)=x"—3x" +x—3 serdo

§/2+%\/§+32—%\B fle

1 V-3 10 1 -3 10
-——+ 24+ —34+| ———— || 32——~3 +1|.
2 2 9\/_ 2 2 A 9\/_

Por outro lado,
PE)=3 =33 +3-3=0.P(x) = (x =3’ +1) = (x —3)x —V=1)x+3-1)
possui raizes 3,/—1,—v—1.

p79-84.htm

Fonte: https://pt.wikipedia.org

Figura 7: Gravuras de Gauus e Euler
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UM POUCO DE HISTORIA

Gauss voltou posteriormente a fazer mais trés demonstragoes do TFA, a
ultima das quais em 1849. A questdo essencial era a da decomposigdo em fatores
reais (isto ¢, com coeficientes reais) lineares ou quadraticos (quer dizer, de uma das
formas ax +bou ax’ +bx+c ), questao que ¢, alids, equivalente a da existéncia de
raizes em C . Naquela época, a Algebra ainda era entendida como essencialmente
a teoria dos polinémios com coeficientes reais ou complexos ou, se quisermos,
como a teoria das equagdes algébricas, sendo o TFA considerado como o teorema
fundamental desta teoria. Mas, ao contrdrio da énfase que tinha sido posta no
passado, nao era tanto a obtengao de solugdes de equagdes da forma P(x) =0 como
a questdo da existéncia de solugdes (em C ) que ocupava o centro do interesse de
Gauss, pois, mesmo para Bindmios da fora x" —a,com n>5, aexisténcia de raizes
era considerada uma questao longe de trivial.

Na primeira parte da tese de Gauss, ele critica e aponta as deficiéncias das
“demonstragdes” propostas por Euler e por D’Alembert (bem como as de outros
matematicos), mas reconhece o valor da ideia principal da argumentagido de
D’Alembert e exprime a sua convic¢do de que ela pode ser elaborada de modo
a produzir uma demonstragio rigorosa. E exatamente isso que Argand consegue
fazer em 1814.

Em todas as demonstragdes conhecidas até ao presente ha, todavia, um
elemento comum, que ¢é o fato de todas elas utilizarem algum método ou conceito
essencialmente analitico, no sentido de nao algébrico, embora o enunciado
do TFA (sob qualquer das formas possiveis 3, existéncia de raiz complexa, ou
decomposi¢do em fatores reais lineares ou quadraticos) parega ser de natureza
inteiramente algébrica.

http://www.amma.com.pt/cm/af33/trfl/trigo_p79-84.htm

No proximo tépico, discutiremos alguns aspectos histéricos sobre o

surgimento dos nliimeros complexos.
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y
TUPI cu 3 O surgimento dos complexos

OBJETIVO
. Discutir o surgimento da nogado de nimeros

complexos

apresentagdo dos nimeros complexos na escola ¢ problemadtica e,
de forma até redundante, diriamos que é complexa a situagdo do
seu ensino. Isto se deve, em grande parte, ao modo pelo qual o
conteudo é apresentado nos livros escolares e a insuficiéncia do saber matematico
especifico em relagdo a este conceito no ambito da formagao do professor.
Por outro lado, no ambito da histéria da Matematica, segundo Rosa (1998,
p- 49), “o surgimento dos niumeros complexos comega com os trabalhos de Raphael
Bombelli, um admirador da obra Ars Magna de Cardano”. Rosa decidiu escrever
um livro sobre o assunto de modo mais claro, para que um principiante pudesse
obter algum entendimento.
Bombelli publicou L"Algebra, em 1572, na cidade de Veneza. Ao analisar a

’ . 3 ,
cubica x” =15x+4 e resolvendo-a com o uso da férmula da Cardano, encontrou
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a seguinte expressdo: X = 3/2 +~—121 + %/2 —~/—121 . Conforme Servelli (1998,
p- 50),

ele percebeu que X =4 era uma solugao para tal equagdo. Surge entdo, pela
primeira vez, uma situagdo na qual apesar do resultado apresentar raizes
quadradas de ntimeros negativos, existe verdadeiramente uma solugdo para

ela. Tal fato estimula a Bombelli tentar compreender o que esta acontecendo.

Kleiner (2007, p. 7) declara que “Bombelli, por meio destas argumentagdes,
forneceu sentido a algo sem sentido, por pensar sobre o impensdvel, nomeando
raizes quadradas de numeros negativos e manipulando de certo modo que se
obtinha resultados significantes”.

Frequentemente encontramos nos livros didaticos a equagdo x*4+1=0
que motiva, segundo vdrios autores e a metodologia de muitos professores, o
surgimento dos numeros complexos. Neste sentido, Berlinghoff e Gouvéa (2004,
p- 177) sublinham que a reagao mais esperado dos estudantes diante desta questao

é: Por qué?

Com referéncia ao mesmo problema, Lima (2001, p. 215) apresenta a seguinte

critica:

A apresentagdo dos Numeros Complexos nos livros didaticos tem sido
insatisfatéria. A abordagem costuma ser meramente algébrica, e o numero 'i'

“cai do céu”. Sente-se uma pressa em livrar-se dessas dificuldades iniciais, e
241,
3—2i

enquanto muitos livros afirmam, sem maiores explicagdes, que os nimeros

cair o mais rapido possivel nos exercicios do tipo: “calcule ,ete. [..]

complexos nasceram da necessidade de resolver equagdes do 2° grau com
discriminante negativo, o presente livro ressalta corretamente que esta

necessidade s6 surgiu no contexto de resolugdo de equagdes do 3° grau.

O fato é que, durante alguns séculos, matematicos de reconhecida capacidade
empregavam, calculavam e obtinham resultados a partir de nmeros do tipo J-1.
De fato, Berlinghoff e Gouvéa (2004, p. 177) relatam que, certa vez, Girolamo
Cardano langou-se a investigacdo do seguinte problema: encontrar dois numeros
cuja soma vale 10 e o seu produto vale 40. Os autores destacam que Cardano
concluiu ndo existirem tais entidades que satisfazem ao questionamento.

De fato, admitindo a existéncia de solugao para o problema, Girolamo Cardano
encontrou as expressoes 54—15 ¢ 5—/-15 gragas a formula quadratica. Ele
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manifesta aversdo a falta de sentido relacionado com o cdlculo de tais expressoes e
repudia este tipo de jogo intelectual. Em outro livro, Cardano diz que V9 vale +3
ou —3, todavia ~/—9 ndo é nem +3 e —3, mas sim um tipo de coisa misteriosa
(BERLINGHOFF; GOUVEA, 2004, p. 177).

Berlinghoff e Gouveéa (2004, p. 177) recordam um fato semelhante que
envolveu ninguém menos do que Réne Descartes (1596-1650), que, no século XVII,
indicava que, para encontrar os pontos de interse¢dao entre uma circunferéncia
C e uma linha r (figura 8), encontramos uma equagdo quadratica, e tal equagdo
conduz a raizes quadradas de grandezas negativas justamente quando CN{r} =< .
Assim, para a maior parte, o sentimento de aparéncia de solugdes “impossiveis” ou

“imagindrias” ja dava um sinal de que o problema nado possuia qualquer solugao.

Fonte: DEAD/IFCE adaptado de Berling-

hoff e Gouvéa (2004)

Figura 8: Figura concebida por Descartes

Mesmo diante de um quadro de cautela e negacdo destas novas entidades
conceituais, Bombelli admite entdo a possibilidade da existéncia de uma
expressao do tipo a++-b que seja a raiz cubica de 2++/—121. Assim, temos
(a + \/_> =2+4+/—121 . A partir dai, evidenciamos a genialidade do matematico

em questdo. De fato, para calcular essaraiz, ele supde que araiz cubicade 2 — J-121
seja a— J-b e, pelo fato de que x =4 — 4’ =15-4+4 é uma raiz, temos que ter
2a=(a+v=b)+(a—v"b)=R2+-121 +:2-V-121 =x=4a=2.

Tendo este resultado, ele retornou a (2 + \/—_b) =2+ m para encontrar
o valor de b, do seguinte modo:

8-+12/-b —6b—bv—b =2++/-121

8+12vbv—1—6b—bvbv—1=2+11J-1

8—6b=2

Assim, resulta o sistema 12\/3 b\/, . 1 .b=1. Servelli (1998, p. 50)

relata que Bombelli obteve (2 ++—1 ) = m , € analogamente temos

(2 — \/—1) =13/2—+/—121 . Atdnito com tal descoberta, Bombelli declara: Eu achei

uma espécie de raiz ciibica muito diferente. A principio a coisa toda me pareceu baseada

em sofismas, mas eu procurei até que achei uma prova (SERVELLI, 1998, p. 50).
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Segundo Kleiner (2007, p. 8),

Bombelli inicia o calculo de niimeros complexos por meio das regras iniciais:
(+J—T)(+J—T) =—1 e (+V=1)(—V=1)=1. E definiu a adicao
e multiplicagdo para numeros complexos especificos. Nos proximos dois
séculos os complexos permaneceram um mistério, até que em 1831, Gauss os

representou no plano.
Rosa (1998, p. 52) sublinha que:

Com seu raciocinio engenhoso, Bombelli mostrou, seu papel importante,
que os numeros conjugados iriam desempenhar no seu futuro; mas na época
a observagao ndo ajudou na operagao efetiva de resolver equagdes cubicas,
pois Bombelli precisava saber antecipadamente o valor de uma de suas raizes.
Mas ai a equagdo ja estaria resolvida, e nao se precisaria da féormula. Qualquer
tentativa para achar algebricamente as raizes cubicas dos niimeros imaginarios

na regra de Cardano leva a prépria equagao cubica.

No excerto, Rosa(1998) destaca o trabalho particular de Rafaell Bombelli,
todavia um movimento semelhante pode ser observado por matematicos em outros
periodos e civilizagdes. Na dissertagdo da Silva (2005, p. 23), encontramos alguns

comentdrios esclarecedores a este respeito:

Historicamente, varias civilizagdes vém trabalhando diversas representagdes
que possibilitaram a constru¢do de um sistema com propriedades que
expressam a mensurabilidade dos fenomenos, através de representagdo
matematica. A evolugdo das ideias incorporadas pela cultura matematica
gerou classificagdes bem ordenadas para os fenémenos e foram organizadas
e denominadas, conforme as suas particularidades, em: niimeros naturais,
inteiros, racionais e reais. O avango do conhecimento, porém, ressentiu-se de
respostas a novos problemas e a Matemadtica, como ressaltamos anteriormente,
expandiu a nogdo de numero relacionando algebricamente o numero real a
certo numero imaginario — os numeros complexos. Um numero complexo é
um numero composto por uma parte real com formas de representagdes reais e
uma parte concebida mentalmente. A Histéria da Matematica, particularmente
a Histéria do Conhecimento dos Numeros Complexos, foi sendo construida
num processo de evolugdo muito longo, o qual nao ¢ objeto de nosso trabalho,
embora sejam alguns dados que julgamos importantes para a compreensao
dos nimeros complexos pelos alunos. Nossa concepgao é, portanto, de que a
Histéria da Matematica ¢ um recurso motivador que serve para desenvolver
raciocinios 16gicos, mostrar a Matemdtica como uma forma de comunicagao

humana e ensinar conceitos matematicos.
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As considera¢des de Silva sdo esclarecedoras e indicam as limita¢des dos
métodos matemdticos daquela época. De modo especifico, Silva (2005, p.109)

esclarece que:

Os alunos do ensino secunddrio nido passam pelas hesitagoes de Bombelli,
antes de publicar os seus trabalhos, nem pelos escriupulos Cartesianos, ou
pelas audacias Gaussianas. Em compensagdo, parece-me desejavel que os
alunos leiam alguns textos onde esteja presente a construgao da teoria dos
nameros. A histéria dos problemas ird certamente contribuir para uma
melhor percepgao do processo de construcao dos conceitos, ao descrever as
surpresas, as limitagdes, as estratégias utilizadas para contornar o problema, o

enquadramento na teoria mais vasta.

A autora acrescenta que as tentativas para a implementagao de uma proposta
metodolégica em Portugal de uma efetiva aplicagdo em sala de aula tem sido
timida. Parte destes entraves pode ser identificada como relacionada as préprias
caracteristicas epistemoldgicas destes objetos.

No campo operatorio, as transformagdes conceptuais para a aceitagdo dos
complexos tém de ser ainda mais radicais. Por exemplo, o argumento da soma
ndo ¢ a soma dos argumentos; as partes reais e imagindrias do produto ndo sio
os produtos respectivos das partes reais e imaginérias. E necessario renunciar a
relagdo de ordem e, por outro lado, dissociar a relagdo de ordem das operagdes. A
representagao geométrica das operagdes implica uma concepgao dindmica dessas
mesmas operagdes: a adigdo associada a construgdo do paralelogramo de forgas
paralelas estudadas em mecanica e a multiplicagdo apoiada na rotagdo em torno da
origem das coordenadas. Considerados geometricamente, os complexos tém lugar
num plano concebido dinamicamente, onde traduzem movimento.

Aleksandrov; Kolmogorov; Lavrent’ev (1963, p. 269) lembram que, pouco
depois da resolugdo da cubica, com Ferrari (1522-1565), a qudrtica (equagdes de

grau quatro) é também resolvida por meio de radicais. O método de Ferrari considera

4 3 2 4 3 2 . .
X +ax +bx"+cx+d=0—x +ax =—-bx"—cx—d. E adicionando a
2_2
_oax
expressao em ambos os lados, teremos:
2_2 2.2
a’x

+x'tax’ = a4 —bx*—cx—d

2 2_2 2_2 2
ax ax a'x a’x a
X+ —| =x"+2-x—+ =[x"+ax’ + ]=|——b|x*—cx—d
2 2 4 4
ax 2
Agora,adicionaremosaambososladosdaequagaoaexpressio | x* + By y+ L ,
4

onde y é uma nova varidvel a qual impomos a condigdo que tenhamos do lado

esquerdo um quadrado perfeito. Assim teremos:
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2 2 2
[ 2+a—X] +[ 2+—X]y+y— :[a——b]XZ—CX—d-i- [x2+a—x]y+y—]
2 2 4 4 2 4
, | ax ,  ax y' [a? ) , , ax y’
= |x +—| +|xX +—|y+—=|—-b|x —cx—d+|x" +—|y+—
4 4 2 4
, |, ax , |, ax y© [a’ ) ., ax y’
=>|x+—| +|x +— y+Z= Z—bx —cx+x y—l—;y—i—(?—d)
, ax ,  ax y'  [a? ) ax y’
= —l-? x4+ y+?: Z—b—i—yx —cx—i-?y—i-(z—d)
ax)’ ax y' [a? ay y’
= |x+—| +|xX+—|y+=—= ——b+y]x2+(——c)x+(——d)
2 4 4 2 4

Repare agora que:
o +z+z]2 :[xz +§]z N
2 2 2
:[Xz +a_><]2 +_[xz +a_><].z+y_
2 2)1 4

Concluindo, observamos que reduzimos o problema de uma para

N
—
><l\)
_l’_
kS
N [
_|._
NI

2
. .. ax A
duas incognitas. No lado direito de [X2+_+X] , temos um trindmio
2
quadratico em x, cujos coeficientes dependem de y. Escolhemos, entdo, em
2

2

[a_ — b+ y] x4 [ﬂ — c]x 4 [Y_ _ d] um y de modo que se torne um quadrado
4 2 4

2

de 1° grau, ou seja, a_ b+y=0<y=>b _2  Eneste Caso, escrevemos:
4 4
ax :
2
2
y _
4

2
Por outro lado, para chegarmos a tal condigdo, observando a equagado

2
:[a——b—l—y]xz—i-[a—y—c]x-i- Y Y
4 2
Ax®> +Bx+C, se tornar algo do tipo a-x 40 ¢é suficiente que B> —4AC=0. De

2 condi “o
——d] < 0'X2+[——C]X—|—
4 2

fato, Aleksandrov, Kolmogorov e Lavrent'ev (1963, p. 269) argumentam que, se
2
B’ —4AC=0..B=2JAC — (VAx++/C| = Ax* +2J/ACx +C* = Ax’ + Bx+C ,

temos ~*"7 OO (\/7 f)z ( )2 conde a=+/A e B:\/E

Consequentemente, se escolhermos na equagao anterior

2 2
[a_ —b+ yJ x: + [a_y — c]x + [y— — ] comparada com Ax’+Bx+C, devemos
4 2 4
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. 2 ay Y a’
impor que B"—4AC=0+« 7—c —4 z—b—i—y

agora que:

2 2 2
R
2 4 4
aZ 2 a aZ 2 2 2 aZ
<—>[—y—2c-—y+c2]—4[—y——by—+yy—][—d—+bd—yd}:
4 2 4 4 4 4

X :

aZyZ aZd
— —by’+y’||-——+bd—yd|=

2
Yy _ d] =0. Escrevemos
4

d 2 Zbd 3d 2 Zbd 2 3d
[ay ay az +2Y 2% prig g pay’ — 1Y +bdy3—y4d]:0
a’y’d _ a’y’bd n a’y’d _ a’y’bd
4 16 4 4 4
a’y’d
+b’y*d —bdy’ + — bdy’ +y*d=0

Vejamos o seguinte exemplo discutido por x* +8x+4=0. Observemos

seu grafico abaixo.

5 g
|x'+8x+d4=0 &
\ 50 &
\ a
\ 2
| 40 a

\ 5
\ 5
30 =
||‘I ;.’.‘
\ 0 /
\ 10
.9 5
= >
3 S e T 1 2

Figura 9: Grafico de uma quartica

Nessa aula conhecemos um pouco da histéria e dos métodos analiticos,
desenvolvidos por importantes matemdticos, para a resolugdo de equagdes
polinomiais. Além disso apresentamos a visdo de alguns autores a respeito desse
assunto. Espero que tenha ficado curioso a buscar mais informagdes sobre o

contéudo. Até a préxima aula.
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Historia da matematica
AU I_A B como metodologia de

ensino da matematica

Ola aluno(a)!

Nesta nossa Ultima aula, apresentaremos discussdes em torno do uso/exploracéo
e aplicacao de um ensino de Histéria da Matematica por meio de sua histdria.
Destacaremos mais uma vez a inexequibilidade da exploracdo do que discutimos
até omomento, emsalade aula, sem o estudo dos modelos e problemas (Aritmética,
Algebra e Geometria) de Matemética. Para finalizar, abordaremos alguns aspectos
metodoldgicos e as barreiras no ambito da formagéo de professores, que, muitas
vezes, impedem uma exploracao efetiva do que estudamos até este ponto.

Objetivo

e Discutir problemas na formacao de professores
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y
Problemas na formacao de
professores de matematica
OBJETIVO
. Discutir problemas relacionados com a formagao

de professores e a instrumentalizagao dos

conteudos de Histéria da Matematica

o preficio de sua obra intitulada A History of Elementary
Mathematics with Hints on Methods of Teaching, o matemdtico

sui¢o Florian Cajori (1859-1930) aconselhava que:

A educagdo de uma crianga deveria ser de acordo tanto com o modo de
consideragao da educagdo tomando-a historicamente; em outras palavras,
a génese do conhecimento de um individuo devia seguir o mesmo curso
da génese do conhecimento na raga. [...] Se este principio sustentado por
Pestalozzi a Froebel estivesse correto, entao pareceria que o conhecimento
da histéria da ciéncia deve ser um efeito casual no ensino da ciéncia. Sendo
tal doutrina verdadeira ou falsa, certamente que a experiéncia de muitas
instrugdes estabelece a importancia da Historia da Matemdtica no ensino

(CAJORI, 1896, prefacio).
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Fica evidente, desde o inicio de sua obra sui generis na drea de Histéria da
Matematica — HM, a preocupagao de Cajori com o ensino dessa disciplina em nivel
elementar, apoiada no contexto histérico evolutivo. Notamos a importancia dada
pelo autor, a compreensao da evolugdo do conhecimento no individuo, tal qual a
evolugao de sua raga.

Por outro lado, Cajori delineia uma preocupagao extra, além de simplesmente
buscar compreender a evolugdo do saber e, em particular, do saber matemadtico.
De fato, Cajori se dedica aos métodos de ensino de Matematica referendados numa
perspectiva histoérica. Além disso, ainda identificamos, em suas obras emblematicas
(1952a; 1952b), consideragdes sem precedentes a respeito da evolugao das formas
de cogni¢do humana e das notagdes matematicas.

Vale destacar que parte de suas ideias e de outros investigadores do século
passado preserva seu valor contemporaneo quando encontramos trabalhos
académicos (REED, 2007. p. 134) que apontam os seguintes aspectos relevantes do
emprego da HM no ensino:

* A histéria pode aumentar a motivagao do estudante e desenvolver uma
atitude positiva com respeito a Matematica;

* Alguns obstadculos do passado podem auxiliar na compreensdo do motivo
pelo quais determinados tépicos se apresentam como problemadticos para os
estudantes e isto pode conduzir os professores ao desenvolvimento de metodologias
mais apropriadas que possibilitem a superacao destes entraves;

* A histéria possibilita a compreensdo do pensamento real e originario do
matematico, as razdes que o conduziram na elaboragao e concepgao de determinados
modelos, além dos simples algoritmicos.

Em sua tese de doutoramento, Reed (2007) se referenda nos trabalhos de
Barbin (2000), que, semelhantemente ao professor Florian Cajori, nos fornece
consideragdes atualizadas com respeito a integracdo da histéria ao ensino de

Matematica. Neste sentido, Barbin (2000, p. 80) destaca que:

Um grande numero de artigos tem aparecido em quantidade crescente nestes
tempos, incluindo reflexdes de experiéncias de ensino. Este material fornece
argumentos diferentes a favor da inclusdo da dimensao histérica no ensino de
matematica, e frequentemente contém razdes do motivo pelo qual o professor

acredita ser efetivo.

Fica explicita, entdo, a partir das considera¢cdes de Reed (2007) e Barbin
(2000), bem como de outros investigadores em Histéria da Matemadtica, a dimensao
histérico-epistemolégica no ambito do ensino do saber matematico. Note-se que

nio podemos perder de vista o sentido do significado do saber matematico, tanto
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no que diz respeito ao professor, quanto no que diz a figura ndo menos importante,
que ¢ a do estudante.

Nesse sentido, a abordagem por meio da Histéria da Matemdtica pode
fornecer um sentido/significado mais amplo e conceitualmente rico para ambos
os atores. Por outro lado, quando falamos de “sentido” ou “significado”, vale
destacar que “estas nogdes sdo baseadas no assunto e no objeto do conhecimento”
(RADFORD, 2006, p. 40). Além do mais, o “significado” adquirido por um assunto
ou por um objeto do conhecimento, neste caso do professor de Matematica, pode
ser compreendido como um ato intencional, que sempre envolve uma construgao
subjetiva.

Aqui deparamos com um sério problema, uma vez que a agdo didatico-
metodolégica do professor nem sempre envolve um “ato intencional” que
acrescente uma valorizagdo do viés histérico. Vale observar que, quando falamos
sobre o professor de Matemadtica, ndo podemos negligenciar que esse profissional
manifesta as concepgdes construidas no decorrer de seu processo formativo e as
fontes de referéncia tedérica que marcaram o seu conhecimento académico. Por
outro lado, somos conscientes de determinados problemas apontados Ocana (2002),
Gaspar (2003), Bianchi (2006) e Feliciano (2008). Estes dois ultimos investigadores

alertam respectivamente para o fato de que:

Alguns historiadores da Matematica discutem como a presenga da HM aparece
nos Livros Didaticos, mencionando muitas vezes que estes itens se encontram
soltos, sem articulagdo com o contetdo. [...] Muitas vezes a ideia que o aluno
tem do contetido ¢ de que foi inventado por apenas uma pessoa e totalmente
por acaso (BIANCHI, 2006, p. 84).

Alguns exemplos de uso da Histéria da Matematica em sala de aula retratados
no livro de Fauvel & Van Maanen (2000) trazem conclusdes desanimadoras
com relagdo a esse uso, sendo uma das limitagdes para o desenvolvimento
desse trabalho, a falta de preparo do professor. Sugerem que a Historia
da Matematica ndo deve ser incluida no curriculo oficial, pois para isso
necessitaria que os professores tivessem um treinamento sélido e especifico, a
este respeito (FELICIANO, 2008, p. 104).

Nos excertos acima identificamos elementos preocupantes nas afirmagdes de
Bianchi (2006) e de Feliciano (2008). De fato, uma vez que o professor disponha
somente de livros didaticos com a s estrutura condenada acima por Bianchi
e deparamos com concepgdes indesejadas manifestas pelos estudantes, como

proceder diante do seu despreparo?
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SAIBA MAIS! o universo de reflexdo do professor para que

equivocadas nos estudantes e instrumentalizar

identifique determinadas falhas conceituais e
Acesse o site: http://portal.mec.gov.br/index. 9

. .. - estruturais nos livros didaticos, é necessaria uma
php?Itemid=313 e obtenha mais informagdes !

sobre 0 ENADE. agdo pratica e situada por parte dos formadores

de professores de Matemadtica. Entretanto, nem
|
mesmo as obras na drea de HM proporcionam um

saber de cardter situacional e pratico para o futuro professor. Neste sentido, Neto

(2009, p. 90) alerta que:

Ao estudar estes livros selecionados constatamos que poucas as obras
instrumentalizam o professor de maneira mais direta, com propostas ja prontas
para a aplicagdo em sala de aula. [...] Nota-se, entretanto, que a maioria das
obras busca uma reflexdo acerca de temas histéricos, onde a preocupagao com
fatores praticos para a implantagdo da abordagem histérica ¢ inexistente ou

pouco aparece.

Neto ainda acrescenta outro quadro preocupante. Notamos que, em muitos
casos, diante do grau limitado de discernimento do recém formado no que diz
respeito ao “como”, “onde” e “de que modo” desenvolver uma aula, o professor
necessita de um “recurso de apoio” envolvendo HM com um viés de aplicagao
imediata em sala de aula. Mas na prdtica o futuro docente dificilmente contara
com este suporte pratico-tedrico inicial, embora os exames oficiais, como no caso
do Exame Nacional de Desempenho de Estudantes — ENADE (Figura 1), exijam
habilidades diversificadas, como podemos ver no exemplo de um trecho da prova

do referido exame.
QUESTAO 30

As potencialidades pedagogicas da historia no ensino de
matematica tém sido bastante discutidas. Entre as justificativas
para o uso da histéria no ensino da matematica, inclui-se o fato
de ela suscitar oportunidades para a investigacao. Considerando
essa justificativa, um professor propds uma atividade a partir da
informacao historica de que o famoso matematico Pierre Fermat
[1601-1665] que se interessava por nimeros primos, percebeu
algumas relacoes entre nUmeros primos impares e quadrados
perfeitos.

Fonte: Enade (2008)

Para que os alunos também descobrissem essa relagao,
pediu que eles completassem a tabela a seguir, verificando quais
numeros primos impares podem ser escritos como soma de dois
quadrados perfeitos. Além disso, solicitou que observassem
alguma propriedade comum a esses nlimeros.

3 5 T 11 13 17 19 23 29
1+4 4+9 | 1+16
nao | sim | ndo | nao | sim | sim
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A partir da atividade de investigacao proposta pelo professor,
analise as afirmagodes seguintes:

| Todo NUmero primo da forma 4n + 1 pode ser escrito como a
soma de dois quadrados perfeitos.

Il Todo Nimero primo da forma 4n + 3 pode ser escrito como a
soma de dois quadrados perfeitos.

Todo Nimero primo da forma 2n + 1 pode ser escrito como a
soma de dois quadrados perfeitos.

Figura 1: Enade (2008, p. 13)

Comrespeito a determinados entraves relacionados a formacgao de professores
em torno dos conteidos de Histéria da Matematica, Feliciano (2008, p. 104)

identificou no seu estudo empirico que:

Sobre os professores entrevistados, nenhum dos nove docentes considerados
demonstraram dominar e utilizar, de fato, a Histéria da Matemdtica como
recurso pedagégico, uma vez que nenhum deles retrata alguma experiéncia
que comprove esse dominio. Eles apostam no valor didatico da Histéria da
Matemdtica, mas evidenciam que ndo tém condigoes para efetua-lo. Dao
indicios de que ¢é necessario um apoio de instituigdes de ensino superior,
de modo a capacita-los para o trabalho histérico-pedagdgico do contetdo
matematico. Véem necessidade de materiais que sejam voltados ao professor
de Matematica, com uma linguagem acessivel e que possa ser utilizado dentro
da sala de aula. Todavia, um elemento ao qual se deve dar toda a atengao ¢ a

presenca da Histéria da Matematica no processo de formagao.

Os dados identificados por Feliciano sdo recorrentes em varias institui¢oes de
ensino superior (IES) no Brasil. De fato, em vdrias disciplinas académicas, o futuro
professor é instrumentalizado com respeito a um conhecimento informacional
vinculado a determinado assunto, todavia o conhecimento operacional que
subsidiard as agdes efetivas em sala de aula, o gerenciamento efetivo das
aprendizagens no transcorrer de uma aula ¢, na maioria dos casos, negligenciado.
Reparamos que o saber relacionado aos conteidos de HM ¢é apenas mais um
exemplo deste quadro de negligéncia.

No proéximo tépico, abordaremos alguns pontos de vista mais pertinentes a
uma proposta metodolégica para sua exploracao em sala de aula. Para concluir este
topico, destacamos os conselhos de Dambros (2006, p. 40), para um ensino mais
produtivo:

* Mencione anedotas de matematicos do passado;

e Faga introdugdes histéricas a conceitos que sao novos aos alunos;

* Encoraje os alunos a buscar entender os problemas historicos para os quais
os conceitos que eles estdo aprendendo sdo respostas;

* Dé ligoes de “histéria da matematica”;
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* Conceber, em sala de aula ou como ligdo de casa, exercicios usando textos
matematicos do passado;

* Dirija atividades dramaticas que reflitam a interagdo matematica;

* Encoraje a criagao de cartazes ou outros projetos com um tema histérico;

* Desenvolva projetos sobre atividades matematicas locais no passado;

* Use exemplos criticos do passado para ilustrar técnicas ou métodos;

* Explore visdes de concepgoes falsas/erros/alternativas do passado para
ajudar a entender e solucionar as dificuldades dos estudantes de hoje;

* Invente uma abordagem pedagogica para um topico com base em seu
desenvolvimento histérico;

* Faga a ordenagdo e estruturagdo dos topicos do programa baseando-se em
informacgdes historicas.

Apds estas consideragdes de ordem metodoldgica, que podem se tornar
inférteis sem o estudo da propria Matematica, apresentaremos no tépico seguinte
um principio educativo a ser explorado no ensino de Matemadtica por meio de sua

historia.
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y . s
Historia da matematica como
TU PI cu 2 metodologia de ensino e o
principio genético

OBJETIVO
. Discutir o principio genético no ensino por

meio de sua historia

m sua tese de doutorado, Dambros (2006) desenvolveu uma pesquisa
em torno do uso da Histéria da Matematica no ensino de Matematica.
No capitulo 2, a autora discute o Principio Genético originado a

partir das ideias de Ernest Haeckel. Dambros explica que:

O Principio Genético foi baseado nas ideias de Ernest Haeckel (1834- 1919),
defensor da teoria da evolugdo natural de Charles Darwin (1809-1882).
Haeckel, em seus estudos, buscou reconstituir o ciclo completo de evolugao
dos seres vivos desde os animais unicelulares até o homem. Baseado nesses
estudos e nas ideias de Darwin, passou a defender que um embrido, ao se
desenvolver, passa por todos os estdgios evolutivos de seus ancestrais.
Haeckel colocava o homem no alto da cadeia genealdgica, considerando o
progresso humano como uma consequéncia da evolugdo. Foi na obra “Os
Enigmas do Universo” que ele expds essas ideias condensando-as na chamada
“lei biogenética fundamental”, a qual, dizia que os seres vivos, ao longo do
processo individual de desenvolvimento (ontogénese), recapitulam estagios
do desenvolvimento da espécie (filogénese) (DAMBROS, 2006, p. 21).
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VOCE SABIA?

Haeckel nasceu em Potsdam, no dia 16 de fevereiro
de 1834. A sua obra principal é a Histéria da
Criagao dos seres organizados. Vém, a seguir, pela
ordem da importancia cientifica, a Antropogenia
e a Filogenia sistematica. E ai que se condensa a
sua teoria bioldgica.

Fonte:

http://www.infoescola.com/

biografias/ernest-haeckel/

1129

Fonte: http://www.rioeduca.net/
blogViews.php?id

diretor do Colégio Pedro II,

A autora resgata varios autores que
proporcionam uma interpretagio moderna do
referido principio, como: “o aprendizado
efetivo requer que cada aprendiz refaca os
principais passos na evolucdo historica do
assunto estudado”. Na educagdo matemadtica,
por
a necessidade dos estudos

foi utilizada muitos para justificar
“cientificamente”
histéricos em Matemadtica. H4 que se considerar
que, a época em que o principio genético foi
elaborado, havia a forte influéncia da corrente
filosofica conhecida como positivismo. E
importante conhecer um pouco desse momento
histérico e, principalmente, as consequéncias

disso em solo brasileiro.

De fato, no Brasil, uma figura a se destacar que foi influenciada por esse

principio foi Euclides Roxo (1890-1950). Roxo foi professor de Matemdtica,

de 1925 a 1935, e autor de diversos trabalhos,

dentre os quais a colegdo de livros de Matemdtica “Curso de Matematica
Elementar”, de 1929. O principio genético aparece nos escritos de Roxo por
meio dos trabalhos de Klein e Poincaré, na sua defesa pelo uso do “método
histérico” no ensino. Foi catedratico do Colégio Pedro II, autor de livros

textos de Matematica e de diversos artigos, além de ter ocupado outros cargos

“que evidenciavam sua participagao politica”.

Fonte: https://pt.wikipedia.org

Figura 3: Poincaré

Vale observar que o Imperial Colégio de D. Pedro II foi
criado em 1837, com o intuito de servir de modelo para as escolas
secunddrias do Pais. Segundo Valente (1999), as condig¢des de ingresso
nesse colégio praticamente definiam o que se deveria entender por
escolarizagdo primdria em Matematica, a qual consistia em contar e
ter conhecimento das quatro operagdes fundamentais da aritmética.
O ensino nesse colégio servia como referéncia para os livros didaticos.

Porém, a visdo intelectualista de que o ensino deveria passar pelas

principais etapas do desenvolvimento histérico da Matemadtica

acabou influenciando, apenas superficialmente, o ensino da Matemdtica da época,

restringindo-se, quase que exclusivamente, ao acréscimo de trechos sobre a histoéria

da Matemadtica em alguns livros.

Nos dias atuais, identificamos com facilidade o carater superficial e episoédico

assumido pela exploracdo do carater histérico dos contetidos. Neste sentido,
Dambros (2006, p. 36) sublinha ainda que:

TOPICO 2
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Uma outra forma de entender a importancia da histéria da matematica para o
ensino de matematica, surge das pesquisas que relacionam a epistemologia, a
filosofia, a histéria da matematica e a educagdo matematica, e que buscam ver
na matemadtica, ndo apenas o seu produto final, mas também o seu processo
de criagdo, e ndo apenas nas suas relagdes internas, também em todas as
suas relagdes externas. A matematica, concebida desse modo, revelaria toda
a sua forga social e cultural, levando o professor a compreensdo de que o
seu trabalho com matematica em sala de aula n3o é neutro. Pelo contrario, o
conhecimento matematico pode ser uma agente de transformacao individual e

consequentemente social.

Em suas ponderagdes, sublinhamos a énfase dada pelo autor ao comentar
todo o interesse por parte dos pesquisadores na atualidade para a compreensao das
potencialidades de sua exploragao em sala de aula. De fato, Feliciano (2008, p. 105)

nos fornece dados empiricos reveladores ao comentar:

Outro ponto se revela, ao analisar as entrevistas dos professores menos
experientes, que possuem menor tempo de trabalho. Em varios momentos,
demonstram que essa inexperiéncia faz com que eles nao tenham tido tempo
de tomar contato com livros didaticos e paradiddticos. Também pode lhes ter
faltado tempo apto para desenvolver algum tipo de formagdo continuada, no
sentido de utilizar a Histéria da Matematica. Professores que, como Everton,
quando questionado sobre as formas como a Histéria da Matematica poderia
ser aproveitada em sala de aula, dizem: “Eu ndo tenho muita experiéncia, pode

até ser que haja maneiras mais, é... Outras formas melhores de vocé utilizar

()

Na prdtica, é complexa a tarefa de implementagao efetiva de uma abordagem
guiada por meio de um principio genético ou qualquer outra metodologia de
ensino. Na proxima secao, discutiremos uma proposta de exploragdo efetiva em
sala de aula. A referida proposta ¢ guiada pelos pressupostos de uma metodologia
de ensino testada ha alguns anos no estado do Ceara, na Universidade Federal do
Ceara — UFC.

No tépico seguinte veremos um exemplo de aplicagdo metodologica de

Histéria da Matematica.
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= Uma aplicagao de sequéncia
metodologica de ensino por meio
de sua historia

OBJETIVO
. Apresentar uma aplicagdo de uma sequéncia de ensino

para conteudos de Histéria da Matematica

rugnetti & Rogers (2000, p. 53) explicam que a Histéria da Matematica

pode atuar nao apenas como um fator de ligacdo entre topicos de

Matematica, como também as Iigagées entre a Matematica e outras

disciplinas. Os referidos autores desenvolvem uma analise na perspectiva da Historia
da Matematica e discutem como determinados saberes podem ser mediados no ensino.

Entretanto, noambito doensino de Matematica, assumimosanecessidade daadogao

de uma proposta metodolégica que viabilize a abordagem de contetidos matematicos por

meio de sua historia. Assim, adotaremos a “proposta teérico-metodoldgica apresentada

por um grupo de Educadores Matematicos do Estado do Ceara” (BORGES et al, 2001, p.

3) denominada Sequéncia Fedathi— SF que possibilita a criagdo de um clima experimental

que retrata o os momentos e as dificuldades enfrentadas por um matematico profissional

em busca da constituigdo de um saber. A referida sequéncia de ensino prevé os seguintes

niveis:
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* Nivel 1 Tomada de posicdo — apresentacdo do problema ou de um teorema.

Neste nivel, o pesquisador-professor apresenta uma situagao-problema (possivelmente
no ambito da Histéria da Matematica) para o grupo de alunos, que devem possuir meios
de atacar mediante a aplicagdo do conhecimento a ser ensinado.

* Nivel 2 Maturagdo — compreensdo e identificagdo das varidveis envolvidas
no problema relacionado a Histéria da Matemdtica (destinado a discussdo e debate
envolvendo os elementos: professor-alunos-saber).

* Nivel 3 Solugao — apresentagao e organizagao de esquemas/modelos que visem
a solucdo do problema. Aqui, os alunos organizados em grupos, devem apresentar
solugdes e estratégias, que possam conduzir aos objetivos solicitados e convencer com
suas argumentagdes outros grupos.

* Nivel 4 Prova — apresentacdo e formalizacdo do modelo matemdtico a ser
ensinado. Aqui, a diddtica do professor determinara em que condigdes ocorrerd a
aquisi¢do de um novo saber que deve ser confrontado com os saberes matematicos atuais,

inclusive as modificagdes condicionadas pela evolugdo e modernizagao do mesmo.

A adogdo de uma proposta metodolégica para o ensino das sequéncias de Fibonacci
e de Lucas ¢ justificada a partir da evidencia de que, na literatura da area de Histo6ria da
Matematica, obtida por meio de um levantamento bibliogrdfico e andlise de livros, ocorre
escassez de uma discussdo mais aprofundada e das implicagdes possiveis extraidas a
partir das relagdes conceituais entre as sequéncias supracitadas, além do quadro
académico preocupante descrito por Bianchi (2006) e Stamato (2003).

Encontramos também nas afirmagdes de Lima (2001(a)) preocupantes conclusdes
a respeito da qualidade do livro didatico de Matemdtica, de modo particular, na
abordagem de sequéncias numeéricas. Deste modo, de acordo com a sugestdo de Lima,
desenvolveremos algumas consideragdes que podem evitar determinadas concepgoes e
habitos indesejados na aprendizagem dos estudantes.

Uma concepgao facilmente identificada diz respeito a um ensino de Matematica
que nio evidencia as relagdes conceituais. Deste modo, como descrevemos na Figura 1,
discutimos um assunto que possibilita uma ampla ligagdo conceitual interna a prépria
Matemdtica. “Tal ligagdo precisa ser compreendida de modo local e global por parte
do professor interessado em seu ensino” (ALVES; BORGES NETO, 2010, p.3). Além
disso, ao observarmos as conexdes e implicagdes possiveis e conhecendo a natureza da
complexidade dos conceitos envolvidos, podemos prever os momentos diddticos em que

cada nogao pode ser explorada e antever os possiveis obstaculos ao aprendizado.
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Passamos assim a descrever uma proposta de aplicagao tedrica dos contetidos de

sequéncia de Fibonacci e de Lucas, segundo o modelo que nominamos de “estendido”.

Modelagem Seq uéncia de Interpretacao
F|bonacc1 —- algébrica

Nume
Bmomms Sequend a de Lucas
Interpretagao
k geometrlca
Triangulo
@ Mgebra Linear

Figura 4: Relagbes conceituais exploradas (ALVES; BORGES NETO, 2010, p. 5).

Sequéncia

Fonte: DEAD/IFCE adaptado de Alves; Borges Neto (2010)

Honsberger (1985, p. 104) menciona, sem fornecer muitos detalhes, que, “nao
existe dificuldade em estender a sequéncia de Fibonacci no sentido indefinidamente
oposto”. De fato, notamos que: f=f+f, .f =1 f,=f +f, .f,=-1,.,

etc. Sucessivamente temos:

£ ey e S SNOS S SIS APRES S D SN s 0}( 1)
{ e, ;—21;13; —8; 5 ;-3 ;2 ;—1 ;15 0}
Destacamos que, em nenhuma das obras consultadas, encontramos a descri¢ao
da sequéncia de Fibonacci para o conjunto dos inteiros negativos. Entretanto, usando o

mesmo principio para a forma geral £ =f | +f ,, estabelecemos £  =f  +f .,

n € N. Acrescentamos ainda que o modelo matematico descrito por f, =f, | +{

n—2"'

pode ser considerado, numa linguagem atual, como uma singela modelagem da geragao

de coelhos; todavia, 0 mesmo nao podemos dizer em relagao a sequéncia {f_ } .

De modo andlogo, lembrando que L, =L, +L , .. L =L —L,=—1, temosa

seguinte regra L__ +L_, ,, para n € N. Exibimos a sequéncia:

—nl

{L—n}nEN { L ; L —8 7 L—7 ;L—s ;L—s ; L—4 ;L—z ; L—z ;L—l ;Lo} (2)
{ ; ;18 ;—=11; 7 ; —4 ;3 ; —=1; 2}
A vantagem desta formulagio pode ser
[ compreendida, por exemplo, a partir da férmula
SAIBA MAIS! f £, —f7=(-1)"  demonstrada  pela

i o » ‘ primeira vez por Giovanni Domenico Cassini
Conheqa mais Sobre a hlstorla dO MAtEIMALTICO T s rrr s i

. . . . . ) (1625-1712), em 1680, como explica Koshy
Giovanni Domenico Cassini acessando o site

http://www.apprendre-math.info/portugal/ (2007’ apud ALVES; BORGES NETO, p. 134)'

. . . .. Vamos agora realizar o mesmo raciocinio para
historyDetail. htm?id=Cassini 8 p

a sequéncia descrita por f =f  +f
]
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0 1 £, f
A matriz adequada sera dada por Q' = ) = fo ¢ '|. De modo analogo e com
- -1 -2
f7n+1 ffn

algum esforgo, concluimos Q" = . Aplicando umargumento semelhante ao

f f

—n —n—1
de Honsberger, obtemos a seguinte identidade f ., -f , , =(—1)" + £ 2, para n € N
. Assim, tomando-se os modelos{f_, },cy e 1L . }uen, que chamaremos de “sequéncias
estendidas”, podemos inferir propriedades surpreendentes. Vamos exemplificar nossa

afirmagdo sugerindo o seguinte problema: Qual o comportamento geométrico de

{ffn}nEN € {Lfn}nEN?

FAREMOS AGORA O PASSO A PASSO DO PROCESSO METODOLOGICO DA AULA SOBRE
SEQUENCIA.
Nivel 1 Tomada de posi¢ao — apresentagdo do problema ou de um teorema.
Destacamos que tal questionamento ¢ pouco usual. De fato, notamos que a nogao
de sequéncia é explorada, eminentemente, “num quadro aritmético e algébrico” (LIMA,
2001(b), p. 123). Assim, a partir da listagem (1) e (2), podemos estimular os estudantes na

construgdo dos seguintes graficos.

{f"}neN o {L“}n:-h' N

YA YA
4

z
T_ 1 | »
- 6 =5 -4 B =2 X

Fonte: DEAD/IFCE adaptado de Alves; Borges Neto (2010)

Figura 3: Apresentagao geométrica das sequéncias (ALVES; BORGES NETO, 2010, p. 8).

Certamente que sem o auxilio computacional, ndo conseguimos descrever o
grafico acima para valores muito grandes. Assim, no nivel 2 empregamos o aparato

tecnoldgico.

Nivel 2 Maturagdo — compreensao e identificagdo das varidveis envolvidas
no problema. (Destinado a discussdo e debate envolvendo os elementos: professor-

alunos-saber).
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A partir da observacao da figura 4, o professor deve salientar aos seus estudantes
o carater limitado e insuficiente, no sentido de prever o comportamento das sequéncias.
Inclusive, usando o software Maple 10, notamos que, de modo semelhante ao modelo
tradicional, o mesmo fornece apenas os valores positivos da sequéncia, definida para
inteiros positivos. Reparamos as aproximagdes por casas decimais descritas pelo programa
na figura 3. Tal listagem pode gerar alguma estranheza nos estudantes, uma vez que,
segundo o modelo de Fibonacci, ndo poderiam existir 4,9999999956 casais de coelhos.

Neste nivel, o professor podera estimular atividades numéricas. Por exemplo, a
partir da figura 6, £ ,, =—f,, e f , ., =f, |, parao caso do grafico de {f_,},crv. Ede
modo equivalente, os alunos podem debater o comportamento do grafico da sequéncia

de Lucas, entretanto, respeitando o poder de sintese desta aula, nos restringiremos daqui

em diante ao caso da sequéncia de Fibonacci estendida {f__} _ .

Nivel 3 Solugao — apresentagao e organizagao de esquemas/modelos que visem a
solugdo do problema relacionado a Histéria da Matematica.

A partir das propriedades conjecturadas no nivel 3, a saber f , =—f, e

2n
— f2n+1 , O professor necessita instigar a turma na compreensfio de que tais

f

—(2n+1)
propriedades sdo insuficientes para responder o problema inicial. Aqui, evidenciamos
uma importante caracteristica da SF, que busca evitar uma aparéncia superficial do
conhecimento matematico.

Tal aparéncia superficial leva os estudantes a pensarem que para todo problema
encontramos uma resposta definitiva e conclusiva. Neste caso, o mestre sabe que a
resposta para o problema exige bem mais do que algumas linhas de argumentagao e,
além disso, deve conhecer a priori as possiveis propriedades necessdrias e antever as
dificuldades reais a evolugao do conhecimento em discussao pela turma. No préximo
nivel, o professor convencera seus alunos a respeito das argumentagdes que apresentam

maiores chances de éxito, mesmo que parcial, para o problema.

Nivel 4 Prova —apresentagao e formalizagao do modelo matematico a ser ensinado.

Admitindo que seja verdade que f , =—f, e f £

o poderiamos

2n+1) — Lan+17

afirmar que o comportamento geométrico da sequéncia de Fibonacci de termos pares
estendida sera o mesmo comportamento da sequéncia tradicional, a menos de um sinal,
0 que provocara a simetria no gréfico. E no segundo caso, poderiamos concluir que os
termos impares, tanto da sequéncia tradicional como a sequéncia de Fibonacci estendida,

devem ser idénticos, entretanto ambas produzem respostas parciais para nosso problema
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inicial. Para verificar tais igualdades, seguimos a sugestdo de Benjamin; Quinn (2005, p.
143), que propdem a verificagao da seguinte igualdade f = (— 1)“+1 -f paraneN.
Mas assumindo  por indugdo a  igualdade f  =(—1)""-f,

£ _ (_ l)(n+1)+1 f

necessitamos provar que f . .

f

~(-1)

= 1)“‘rz .f . Usamos

ntl) T n+l

(_ l)n—H—l . fn—l — (_ 1)n . fn_l , assirn:
Hipotese

£ =f +f - f  =f T

—n+1 —n—1 —n+1~ ‘-n

(1 = (1, = () (1,
(_ l)n ’ fn—l + fn ) = (_ 1)n+2 ’ fn+1

“O pensamento matemdtico pode apoiar os estudantes em diversos modos
quando estudam histéria” (GRUGNETTI; ROGERS, 2000, p. 53). A investigacdo de
evidéncias primdrias e o processo de decisdo de quais sao os resultados e fatores chave
em cada evento proporciona uma visao global e interconectada aos jovens, entretanto o
professor necessita se apoiar em concepgoes e teorias que possam viabilizar um ensino/
aprendizagem produtivo, com o suporte da Histéria da Matematica.

A proposta metodoldgica denominada Sequéncia Fedathi visa um ensino desta
ciéncia que preserva alguns tragos caracteristicos do momento de criagao e descoberta de
um matemdtico. Deste modo, uma das varidveis na pesquisa ¢ a formulagao de situagoes-
problema intrigantes que exigem bem mais do que o exercicio do pensamento algoritmico
(OTTE,1991, p. 285).

Em nosso caso, evidenciamos em vdrias obras a auséncia da exploracdo de
propriedades intrigantes entre as sequéncias de Fibonacci e de Lucas. Apenas em
Honsberger (1985), encontramos a breve sugestao de desenvolver propriedades com o
que nomeamos de sequéncia estendidade de Fibonacci. A partir dela, desenvolvemos
também algumas propriedades para a sequéncia estendida de Lucas. Seguindo o raciocinio
encontrado nos livros consultados, adaptamos os resultados obtidos para a primeira
sequéncia na segunda.

Na figura 3 exibimos nossa tltima relagdo descrita de modo significativo por
meio de uma interpretagdo geométrica. Respeitando os limites de sintese deste artigo,
salientamos, de modo resumido, o caso das relagdes com a nogdo de convergéncia de

sequéncias. Descobrimos que o quociente fn% converge (BENJAMIN; QUINN, 2005, p.

n

157). O mesmo resultado pode ser compreendido de modo intuitivo e informal num curso

de Histéria da Matematica, quando recorremos a tecnologia. De modo surpreendente,

nao identificamos, na literatura pesquisada, o comportamento de LH% descrita do
n

lado direito da Figura 4.
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Figura 4: Comportamento geométrico do quociente (ALVES; BORGES NETO, 2010, p. 8).

Finalizamos este tépico salientando a dificuldade enfrentada pelos professores
com vistas a uma efetiva exploragdo em sala de aula. Com mencionamos anteriormente,
muitos dos conhecimentos apresentados ao professor em formagao envolvem um saber
de “carater informacional”, e ndo um as obras consultadas “carater operacional”.
Alertamos que, na maioria dos casos, o professor, por si s6, ndo consegue realizar as
necessarias ligagdes entre teoria e pratica, principalmente o incipiente na carreira.

Desse modo, buscamos discutir e explorar nestes topicos um cardter operacional
do saber matematico com um viés eminentemente histérico. Sua importancia é destacada

por Dambros (2006, p. 5) ao relatar que:

Dentre as justificativas apresentadas pelos defensores do estudo da historia
da matematica pelo professor, ha uma insistentemente citada: o professor que
conhece a histéria da matematica compreende a matematica como uma ciéncia
em progresso e construc¢ao, como uma criagdo conjunta da humanidade e nao
como uma ciéncia pré-existente, um presente acabado de Deus, descoberta por

génios e por isso incontestavel.

Este carater de “saber universal”, manifestado de modo peculiar na Matematica,
¢ histérico. Ele perpassa e influencia toda a formagao dos formadores de professores
e, por ultimo, influenciard a formagao do licenciado. Muitos destes condicionamentos
podem ser entendidos, na medida em que nos atemos a propria constitui¢do, evolugao
e determinagdo dos curriculos de Matematica, desde o Brasil colonia até os dias atuais.

Neste sentido, Miorim (1995, p.192) discute que:
Na 3% série a articulagdo entre a aritmética e a algebra continua através da

ampliagdo do estudo de fungdes, de sua representagdo grafica e das equagdes e

desigualdades algébricas. Na geometria percebe-se claramente o rompimento

TOPICO 3
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com o modelo euclidiano, quando é proposto o estudo de proposi¢oes
fundamentais que servem de base a geometria dedutiva, das nogdes de
deslocamentos elementares no plano; translagdo e rotagdo de figuras e, em
seguida, uma série de estudos especificos sobre figuras relagdes métricas e

homotetia. E a pulverizagio da geometria dedutiva eucliana.

Em suas consideragdes, notamos a denuncia a respeito das reformas histéricas
envolvendo o curriculo de Matematica, que, em alguns casos, proporcionaram um efeito
nocivo a Educagdo. Os elementos apontados pela pesquisadora Maria Angela Miorim

constituem elementos da Historia da Educagao Matematica.
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