AULA N8

Funcoes Exponenciais

Objetivos

e Definir Fungdes Exponenciais, a partir de situagoes que elas modelam.
e Estudar algumas de suas propriedades bésicas.
e Apresentar os conceitos de meia-vida e tempo de duplicagao.

1. INTRODUCAO

Nesta aula vamos estudar uma fun¢io que nio se constroéi a partir
das que ji estudamos, chamada Fung¢do Exponencial. Ela é definida
por expressdes como [ (x) =a", onde a é um numero real positivo,
diferente de 1.

Fungées exponenciais surgem na modelagem de inimeros problemas,
em circuitos elétricos, reagdes quimicas, desintegracio radioa-
tiva, crescimento de populacdes e outros. Aqui, vamos obter sua
expressdo algébrica e esbocar seu grafico, a partir de informagdes
em conjuntos de dados. Vamos aprender a identificad-las quando
representadas por expressdes algébricas, graficos e tabelas e esta-
belecer relacdes entre exponenciais em diferentes bases.

Iniciamos a aula com dois exemplos, que sio caracteristicos do caso
geral.

2. EXEMPLO: CRESCIMENTO POPULACIONAL

A Tabela 1 registra o crescimento da populacdo brasileira, no
periodo de 1997 a 2002.

Que férmula ou férmulas algébricas se adequariam para expressar
a relacdo entre o nimero de habitantes e o tempo transcorrido a
partir de 1997, nessa tabela?
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! Este fato néo é uma proprie-
dade apenas deste conjunto
de dados, mas sim é carac-
teristico da modelagem do
crescimento de populagées.
Em condi¢des normais, as
populacdes crescem mais
rapidamente (ou seja, tém
maior variacio) quando
ficam maiores, porque o
namero de pessoas que tém
filhos aumenta. Essa é uma
justificativa para o aumento
dos numeros que aparecem
na terceira coluna da tabela.
Na verdade, os dados que
apresentamos nesta tabela
sdo insuficientes para justi-

ficar a escolha de uma funcio

diferente da linear para
melhor descrever o fend-
meno. Mesmo assim, vamos
utiliza-los para ilustrar a
discussao.

78

2.1 Buscando regularidades em um conjunto de dados

Ao calcularmos a variagdo anual da populagio, como na aula sobre
funcoes lineares, vemos que a taxa de variagédo anual da populacio
nio é constante, no periodo considerado, de 1997 a 2002.! Isto
quer dizer que os dados ndo correspondem a situacio “ideal” a que
o modelo linear se “ajusta” para representar o fenémeno. O calculo
da variagdo anual da populagdo esta registrado na terceira coluna
da Tabela 1.

Tabela 1
Dados extraidos da planilha “Estimativas_e_taxas_1980-2012_Universo.xls”

Ano Populagio | Variagio da popu- Variagdo percentual da
(milhdes) lacio (milhées) populacdo (milhoes)
1997 163,47
165,69 —163,47
1998 165,68 |165,69-163,47=2,22 ————F——=0,0136
163,47
167,91-165,69
1999 167,91 |167,91-165,69=2,22 ———=0,0134
165,69
170,14-167,91
2000 170,14 |170,14-167,91=2,23 ——=0,0133
167,91
172,38-170,14
2001 172,38 | 172,38-170,14=2,24 ———=0,0132
170,14
174,63-172,38
2002 174,63 |174,63-172,38=2,25 BT T 0,0131

Fonte: IBGE/DPE/Departamento de Populagio e Indicadores Sociais. Geréncia de Estudos e Ana-

lises da Dindmica Demogriéfica. Disponivel em: < http://www.ibge.gov.br.>.

Uma alternativa pode ser calcular a variac¢do percentual da popu-
lagdo, ano a ano. Isto porque variagées bastante diferentes resultam
de taxas ou variagbes percentuais iguais ou bem préximas. Por
exemplo, uma variagio percentual de 2% em 100 habitantes corres-
ponde a uma varia¢ido de 2 habitantes. Esses mesmos 2% corres-
ponderiam a uma varia¢io de 20 habitantes, caso a populagio fosse
de 1.000 habitantes.

O célculo das variagdes percentuais pode ser feita na Tabela 1, como
a seguir:

no periodo de 1997 a 1998, a populacio do Brasil teve um cresci-
mento ou variagdo de:

Populacdo de 1998 — Populac¢io de 1997 = 2,22 milhées de pessoas.

A taxa ou variagdo percentual da popula¢io nesse periodo refere-se
a percentagem da populagdo de 1997 a que este valor, 2,22 milhdes,
corresponde. Para isso, calculamos
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populag¢dol 998 — popula¢dol997 165,69-163,47 2,22
163,47 163,47

populagcdol 997

ou seja, a varia¢io da populagio no ano de 1998 é de aproximada-

1,36

mente (),0136x163,47 = x163,47 ,ouseja, 1,36% de 163,47
100

milhées.

Célculos semelhantes para os demais anos estio na quarta coluna
da Tabela 1.

Vamos fixar 0,013 como a taxa ou variagdo percentual de cresci-
mento no periodo.?

Feita essa escolha, temos a seguinte evolugio do crescimento popu-
lacional:

=0,0136,

Populacio de 1998 = (Populacdo de 1997) + 0,013 (Populacdo de 1997)= 1,013 (Populacio de 1997)

Populagdo de 1999 = (Populagio de 1998) + 0,013(Popula¢io de 1998)= 1,013 (Populagio de 1998)

Populacio de 2000= (Populacio de 1999) + 0,013 (Popula¢io de 1999)= 1,013 (Populacio de 1999)

e assim por diante.

Observe uma outra regularidade no conjunto de dados da Tabela 1,
prestando aten¢io no primeiro e no ultimo membro das igualdades
no quadro destacado acima:

populagdo em um ano

=1,013

populagdo ano anterior

A regularidade na Tabela 1 também pode ser expressa assim: expli-
citando um fator — neste caso, 1,013. Para obtermos a popula¢io de
um ano, multiplicamos a do ano anterior por esse fator.

2.2 Reescrevendo a questao para resolvé-la

A escolha de 0,013 como a taxa percentual de crescimento anual da
populacio permite uma reescrita da nossa questio, como a seguir:

A taxa percentual anual de crescimento da populagdo brasileira em um
dado periodo a partir de 1997 é de 1,3%, ou seja, 0,013. Escreva uma
formula algébrica para a populagio, sabendo que a populagédo de 1997
era de 163,47 milhées de habitantes.

Para tornar concisa a redagdo, chamamos a varidvel tempo (em
anos) de ¢, e a populacgdo brasileira (em milhdes de habitantes) de
P(?). Da discussio anterior, a taxa 0,013 corresponde o fator 1,013,
que utilizaremos para multiplicar a popula¢io de um ano para obter
a do ano seguinte.

2 Observe que os valores
encontrados para os percen-
tuais de crescimento da
populacdo também nio sio
constantes. Aparentemente,
considera-los constantes
seria tdo inadequado quanto
modelarmos o fenémeno
utilizando uma func¢do
linear. No entanto, no caso
do modelo linear, o erro que
cometeriamos ao conside-
rarmos constante a variacdo
da populagio (verificar
terceira coluna da tabela 1) é
da ordem de 0,01 milhées de
pessoas (10.000 pessoas). J&
ao considerarmos o percen-
tual de crescimento como
sendo, por exemplo, 0,013,
NOSSO erro seria no maximo
da ordem de 0,0005 milhées
de pessoas (500 pessoas).

79



FUNDAMENTOS DE MATEMATICA

3 Veja que o desenvolvi-
mento corresponde a uma
progressdo geométrica de
razdo 1,013 e termo inicial

P(0)= 163,47

* Supondo que o crescimento
da populagio se mantém a
taxa de crescimento
r=0,013, podemos fazer
projecdes para o valor da
populacio anos antes de
1997 e anos apds 1997.

> Quando x fica muito grande,
um valor f(x) = a*,a > 1,
que corresponde a elevar a
poténcia x um numero a > 1,
fica também muito grande.
Retomando o significado da
base a = 1,013 como fator de
crescimento da populagio,
é natural concluirmos que a
populagio cresce, 3 medida
que 0 tempo passa.
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O valor ¢ = 0 corresponderd ao ano de 1997, ou P(O) =163,47¢é a
populacido de 1997. Nessa nota¢io, em que t é o nimero de anos
ap6s 1997, temos:

t =1 corresponde a populac¢do de 1998 e entdo

P(1)=165,69 = P(0)(1,013) =163,47(1,013);

t =2 corresponde a populacio de 1999 e entdo
P(2)=167,91=P(1)(1,013) =163,47(1,013)’;

t =3 corresponde 4 populacdo de 2000 e entdo

P(3)=170,14=P(2)(1,013) =163,47(1,013)" .(1,013) =
163,47(1,013)’.

Prosseguindo assim, confirme que P(4)= 163,47 (1,013)* e P(5) =
163,47 (1,013)°.

O padrio acima?® pode ser generalizado: t anos ap6s 1997 a popu-
lacdo sera

P(5)= P, (1,013),

em que t é um numero natural e P denota a populagdo em 1997,
ou seja, vale P(0).

Essa é uma expressdo algébrica para representar o conjunto de
dados na Tabela 1.

2.3 Notacao e linguagem

Em nosso exemplo, a populacio em cada ano é obtida multipli-
cando a populagdo do ano anterior por um mesmo fator, que é
a=1,013.

Esse fator a tem um nome especial — fator de crescimento.

Tal fator de crescimento corresponde a uma taxa r anual de 1,3%,
ou 0,013. Esta taxa percentual » é denominada taxa de cresci-
mento.

Veja que fator de crescimento = 1 + taxa de crescimento, ou seja,
a=1+r.

A funcdo P(1)=F, (1,013)t é denominada fungdo exponencial de
base a=1,013 4

2.4 O grdfico de P(¢)=P,(1,013)', definida em IR

A populagio P(1) = F,(1, 013)t é crescente e ficard muito grande com
o passar de muitos anos, ou seja, quando ¢ fica muito grande.’
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Vejatambém que quando #cresce, o crescimentode P () = R (1, 013)’
fica cada vez mais acentuado, mais rapido. Esse fato se confirma
na Tabela 1: observe, na terceira coluna, que os valores de &P,
em intervalos regulares de tempo, ficam maiores com o passar do

tempo. Isto significa que a taxa de variagdo 6 dessa funcio é cres-

cente.

t

Figura 1 - Grafico da fun¢io P(r)=FR (1, 013)l , para valores de ¢ positivos®

Veja o que acontece com os valores de P(t) =F, (1,013)’ para f no
intervalo (—oo,O] ./ Um expoente ¢, negativo, numa poténcia de

a=1,013, representa o valor '

a

(porque a =1,013 é maior que 1). Assim, o valor de 4’ =
diminuir, ficando muito préximo de zero (mas nunca sendo nulo).?

O grafico de P(7)=P, (1,013)’ ,com ¢ € IR, tem seu esboco como

na figura a seguir.

:L. O denominador dessa

i

ultima expressio cresce muito quando o valor absoluto de ¢ crescer

Populagao P(¢) = PO(1,013)

brasileira
(milhdes de
pessoas)

_/

¢ H4 varios modos de

estudarmos os fen6menos
da realidade. Utilizando a
modelagem matematica,
somos capazes de
explora-los sob um ponto

de vista quantitativo. Na
modelagem, construimos
representa¢des matemdticas,
tais como fungdes, que
devem ser entendidas

como aproximagoes

para o fendmeno em sua
complexidade. Por exemplo,
no caso em estudo, nio faz
sentido nos referirmos a
um nuimero fracionario P(f)
de pessoas. Apesar disso,
esbocamos o grafico de
continuo - “sem tirar o lpis
do papel” - o que significa
termos considerado valores
de P(f) em [0,+) . Um
gréfico mais apropriado para
uma fungio crescimento
populacional deveria
apresentar descontinuidades
- ou “saltos” - ja que sua
imagem P(f) s6 assume
valores inteiros. No entanto,
a representagdo que
propusemos é satisfatéria:
como os valores da fun¢do
estdo na casa dos milhées,
os espagos provocados pelos
saltos correspondentes a
uma unidade se tornam
invisiveis na escala utilizada.
Mesmo assim, a curva
desenhada “sem tirar o lapis
do papel” representa apenas
uma aproximacio para o
crescimento da populagio.

"0 significado aqui seria o
de modelar o crescimento
populacional em anos ante-
riores a 1997, supondo que o
mesmo fator de crescimento
se mantenha.

o

t
(anos apés 1997)

Observe que, desta vez, esta
representacio faz todo o
sentido em termos do que ela
estd modelando: a populacio
se inicia com alguns de seus
membros; ndo haveria inicio
de crescimento a partir de
zero habitantes.

Figura 2 - Grafico de P(t) =F (1,013)l ,teIR
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¥ Vamos supor que toda a
nicotina foi para o nosso
corpo.

10Use uma calculadora e
confirme que 0,4(0,7)"

decresce, quando f cresce.
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3. EXEMPLO: ELIMINACAO DA NICOTINA NO SANGUE

Quando fumamos um cigarro, a nicotina entra na corrente
sanguinea, é metabolizada e eliminada a uma taxa (estimada) de
30% a cada hora. Os cigarros comuns contém, aproximadamente,
0,4 mg de nicotina. A fungdo ¢(?), que modela a quantidade de nico-
tina em nosso sangue que é eliminada t horas depois que fumamos,
pode ser expressa como a seguir:

Em ¢t =0, a quantidade de nicotina no corpo é ¢ =0,4; ou seja,
q(0)=0,42°

Da informacio sobre o metabolismo da nicotina, passada 1 hora,
30% de sua quantidade inicial sera eliminada.

Restara, portanto, 70% de 0,4 mg de nicotina, ou seja,

9(1)=4(0)-17 - =0.4(0.7)

Supondo que a taxa de eliminacio se mantenha, passada mais 1
hora, 30% da quantidade ¢(1) de nicotina serd novamente elimi-
nada. Restard, portanto, 70% de q(l) = 0,4(0,7), ou seja,

7(2)=¢(1).(0,7)=0,4(0,7).(0,7) = 0,4(0,7)2'
q(3)=¢(2).(0,7)=0,4(0,7)".(0,7)=0,4(0,7)’, e assim por diante.
Apos t horas, ¢(t)= 0,4(0,7)1 ,10 representando a quantidade que

resta de nicotina no sangue, que esta sendo eliminada a uma taxa
de decaimento »=0,3.

Veja que aqui analisamos uma situa¢io em que a fun¢io g(t), mode-
lando o fenémeno, é decrescente, ao invés de crescente. O fator de
decaimento a =0,7, que é a base de nossa exponencial, se escreve
como a =1-0,3. Observe que:

| Fator de decaimento=1 - taxa de decaimento |

A

Quantidade
de nicotina
que resta
(mg)

0,4

0,28 -

0,2

(horas)

Figura 3 - Gréfico da fung¢do ¢ (t) = 0,4(0, 7)r
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4. A FUNCAO EXPONENCIAL y = ka",ONDE a >0, a=1

4.1 Definicao

3

Uma relagio entre variaveis expressa na forma y = f (x) =ka" é
denominada fungdo exponencial de x com base a, em que a e k sdo
nameros reaise @ >0, a =1. O dominio dessa funcio é IR.*

A discussio para y = f(x) =ka", onde a>1 e k>0, assemelha-se a
do exemplo 2; e para 0 <a< 1 e k>0, & do exemplo 3.1

Os gréficos desenhados a seguir representam as duas situagoes:

_ o
y=a',a>1 y=a"',0<a<l

_/

0 x 0

\

X

Figura 4 - Gréficode y=a", a>1 Figura 5 - Grificode y=a",0<a<1

Interpretando a base a como um fator de crescimento ou decai-
mento, confirme que:

- valores grandes de ¢ em y = f(x)=a" modelam cresci-
mentos rapidos.

« valores de a proximosdeOem y = f(x) = a" modelam decai-
mentos rapidos.

Os gréficos desenhados a seguir ddo uma ideia desses significados.

y=(0.5)"

y=(0,8)"

Figura 6 - Gréficosde y=a",0<a<1 Figura 7 - Gréificos de y=a",a>1

Vale a pena ser feito um
comentario sobre o dominio
de expressdes como
y = f(x) = ka*, antes de
defini-lo. Observe que em
nosso primeiro exemplo
os dados referiam-se a
valores anuais da populacio,
enquanto o gréfico continuo,
esbocado sem tirar o lapis
do papel, considerou valores
da populagio em quaisquer
instantes. Desse modo, o
dominio da funcio represen-
tada no gréfico, ao invés dos
naturais /N, foi o conjunto
IR dos nimeros reais. Sair de
modelos discretos, em que
os dados correspondem a
valores em IN, e passar para
o modelo continuo requer a
definicdo de fungio poténcia
para valores “intermedi-
arios” de x. A Aula 5 nos
tornou capazes de considerar
poténcias racionais de um
numero. Nao discutimos
ainda o significado de
poténcias irracionais e nem
seremos capazes de levar
esta discussdo aqui. Adian-
tamos que estas tltimas
sdo definidas através das
aproximagdes racionais dos
numeros irracionais.

12Tais funces sdo definidas
com valoresg >0 e a=1,
para sua base. Valores nega-
tivos para a base poderiam
resultar em func¢ées com
dominio bem complexo.
Por exemplo, como j&
vimos, raizes n-ésimas de
um niimero negativo nao
existem quando 7 é par. No
caso de a = 1, as funcées
seriam constantes.
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O crescimento exponencial é muitas vezes dado por meio de sua
taxa de crescimento r. Como em nosso primeiro exemplo, o fator de
crescimento serd a =1+r, e a fungdo que modela o fenémeno serad

_ — X
y=f(x)=a.
Numa situa¢io de decaimento, como a do segundo exemplo, o fator
de decaimento serda a=1—r, onde r é a taxa de decaimento. Esse

valor a correspondera a base da exponencial que modela o fené-
meno.

4.2 Exemplo: ajuste de expressdes exponenciais a um conjunto de dados

Aqui vamos relacionar os dados %(s), f(s), g(s), cujos valores
estdo na tabela a seguir, com as seguintes féormulas: ¥ =a(l,1)",
y=5b(,05)" y=c(1,03)". Estamos supondo que a, b e ¢ sdo
constantes e buscando o melhor ajuste entre dados e expressées
algébricas. Note que os valores foram arredondados em duas casas
decimais.

’ hs) ’ /(5) ’ g(s)
2 1,06 1 2,20 3 3,47
3 1,09 2 2,42 4 3,65
4 1,13 3 2,66 5 3,83
5 1,16 4 2,93 6 4,02
6 1,19 5 3,22 7 4,22

Iniciamos com os dados na coluna #(s), calculando as razdes:

hB) L9 gy MA) _LI3 _ oaes
h(2) 1, h(3) 1,
h(5) _116 10265, A(6) _119 | orsg
h(4) 1,13 h(5) 116

Dentre as trés férmulas apresentadas a que melhor ird ajustar o
conjunto de dados na coluna 4(s) sera y =c(1,03)x. Para tomar
esta decisdo, arredondamos os valores das razdes em duas casas
decimais como 1,03 e consideramos que:

h(3) _h(4) _h(5) _h(6) _, o
h(2) h(3) h(4) h(s) ~

Com esta proposta, escrevemos;
h(3)=1,03(2);;

h(4)=1,03h(3)=(1,03)" 1(2);

h(5) = (1.03)h(4) = (103 h(2);

e finalmente h(6)=(1,03)/4(5)=(1, 03) h(2).
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Observe os expoentes do fator 1,03 e confirme que as expressdes
que obtivemos se escrevem como: h(s)=(1,03) " 4(2), para os
valores de 5. Propriedades de poténcias e o fato de que /(2)=1,06,

1,06 (1,03).

(1,03)’
Agora use uma calculadora e verifique que a funcéo y =c(1,03)
com ¢ =1, ajusta-se bem ao conjunto de dados 4(s), se comparada
as duas outras op¢des.

permitem escrever: h(s): ( ) (1,03)3 =

(1,03)’

X
)

A discussido das duas outras colunas de dados agora é com vocé!

5. CLASSES DE FUNCOES E REGULARIDADES EM TABELAS DE DADOS

Como reconhecer se uma tabela de valores x e y provém de uma
fungéo linear? Ou de uma fungdo exponencial?

Fungdes lineares caracterizam-se pelo fato de sua taxa de variagdo ser
constante. Dados em uma tabela corresponderiam a valores de uma

funcio linear y= f (x) , caso a taxa de variagdo a permanecesse
sempre constante.

Para as exponenciais y = f (x):kax, as razdes entre valores de
v correspondentes a valores igualmente espacados de x devem
permanecer constantes.

Vale observar que as propriedades de potencias sdo todas validas
para as exponenciais.

5.1 Exemplo: explorando tabelas de dados

Cada uma das tabelas de valores a seguir pode corresponder a
valores de uma funcio linear, uma func¢io exponencial, ou nenhuma
dessas duas. Decida sobre a classe de fun¢ées que podem estar ai
representadas.

Quando possivel, ache uma férmula para a funcio.

x f(x) x g(x) x h (x)
0 21 -1 25,1 0 27
1 25,4 0 15,06 2 24
2 37,8 1 9,036 4 21
3 73,4 2 5,4216 6 18
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a) Para a fun¢do y = f(x) , temos
f(1)-r(0)=254-21=4,4

f(2)-f(1)=37,8-25,4=12,4, o que ji significa que ela nao é
linear, pois a variacdo Af, correspondente a uma variacio em x
com mesmo espagamento, ndo é constante.

Verificando entio a possibilidade dos dados serem valores de uma
exponencial, calculamos:

() _254_,, f(2)_378

LA ; 227 =1,4, o que também significa

£0) 21 777 f() 254

que y = f(x) também néo é uma exponencial.

b) Para a fungio y = g(x), temos
2(0)—g(-1)=15,06-25,1=-9,04

g(l) - g(O) =9,036—-15,06 =—6,024, o que ja significa que ela nio
é linear, pois a varia¢do Ag correspondente a um mesmo espaga-
mento em x ndo é constante.

Verificando entdo a possibilidade de os dados representarem uma
exponencial, calculamos:

g(0) _15,06 0.6 g(l) 9,036 g(2) _5,4216 _
g(-1) 251 77 g(0) 1506  g(1) 9,036
o que significa que y=g(x) pode ser uma exponencial, de base
a = 0,6. Sua expressdo algébrica é y = g(x) = g(O)a", que entdo se
escreve y=15,06(0,6)".

9 )

c) Para a fungdo y = h(x) , temos
h(2)—h(0)=24—27=—3; h(4)—h(2)=21—24=_3;
h(6)—h(4)=18—21=—3.

Veja que a variagio da func¢io foi constante para valores de x com o
mesmo espacamento. Entdo a func¢io y =/ (x) pode corresponder
a uma funcio linear. Uma expressio algébrica para y =h(x) pode
-27
ser Y =-3,ouseja, y=-3x+27.
x-0
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6. 0 NUMERO ¢

O numero irracional e=2,7182 é tao usado como base das exponen-
ciais que as calculadoras contém um botéo e*. Motivos de tal prefe-
réncia nido serdo discutidos aqui, mas valem uma pesquisal

Nesta aula, queremos apenas chamar sua ateng¢io para o fato de que
seu estudo e seu grafico sdo andlogos aos anteriores e que qualquer
outra fungio exponencial da forma y = f(x)=ka" pode ser escrita
na base e, ou em qualquer outra base.

Veja o gréfico da fun¢do y =e”, na Figura 8. Como mencionamos,
desenhamos graficos de exponenciais sem tirar o lapis do papel.
Isto quer dizer que, dado qualquer valor y =a, onde a >0, existe
um valor, digamos, m, tal que ¢” =q.

y

Figura 8 - A exponencial de base e

X

Substituindo esse valor e” =g na expressdo y=f(x)=ka ,
podemos escrever

v=f(x)=ka" =k(e") =ke™
O destaque acima traduz uma func¢io exponencial de base a qual-

quer em termos de uma fun¢io exponencial de base e.

Assim, para estudarmos as fung¢des y= ka" , ndo é necessario esgo-
tarmos milhares de valores para a base a. Basta, por exemplo, estu-
darmos as expressées y = ke™ .

Esse é um dos motivos de nossa calculadora trabalhar com a
expressdo de uma Unica exponencial; no caso, a expressio e*.

6.1 Exemplo: decaimento radioativo e meia-vida

Experimentos em laboratérios indicam que alguns dtomos emitem
parte de sua massa na forma de radia¢do. Com sua massa menor,
constituem outro elemento nio radioativo. Assim sendo, com o

BEntre a terceira e a quarta
igualdade, utilizamos
propriedades de poténcias,
que sdo também validas
quando operamos com expo-
nenciais.
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£ importante mencionarmos
que ao modelarmos um
fenémeno utilizando a expo-
nencial
¥ = ke™, o numero 7 passa
a ser denominado taxa
continua de crescimento
ou decrescimento. Procure
informar-se sobre esta
questao.
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passar do tempo, a quantidade de substancia original diminui e,
consequentemente, a massa da nova substincia nio radioativa
aumenta. Esse processo é denominado decaimento radioativo.

Se M|, denota a massa inicial (instante # = (0) de uma substancia
radioativa, entdo a massa que resta em qualquer tempo ¢ posterior
serd dada por

M(t)=Me™, r>0,
e o numero r é chamado de taxa de desintegragio da substancia.'*

Por exemplo, o carbono-14, ou radiocarbono, indicado por C',
se desintegra para o nitrogénio 14, N, e a sua taxa de decai-
mento, determinada experimentalmente, é de aproximadamente
r=1,2x10"*, quando ¢ é medido em anos.

Temos entdo que
M(IOOO) — Moeflooor — Moefl,2X104><1000 — Moefo,IZ — 0,8869M0
M (5000) = Mye™™" = M,e 21050 = M ™ = 0,5488 M.

Usualmente, a taxa de desintegracio de uma substancia é dada
em termos de sua meia-vida, isto é, o tempo necessario para que a
metade dos ntcleos, presentes originalmente na amostra, sofram
decaimento. Para determinar a meia-vida do carbono, vamos
denotar a quantidade inicial de massa de uma amostra por M e
o tempo necessario para que essa amostra fique reduzida a metade

por T, ou seja, M(T)z%MO,

Logo, M,e™"" :%MO = e’ :% = T =2.

Como determinar o valor de 7, numa relacdo como essa? Podemos
fazé-lo por tentativa e erro ou usar uma calculadora, caso soubés-
semos o valor de 7. No momento, faltam-nos instrumentos capazes
de escrever o valor de T de modo explicito, a partir de uma equagdo
como essa.

A resolugio de equacdes como ¢’ =2 éum dos objetivos de nossa
proxima aula.
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EXERCICIOS

1. A partir dos graficos nas figuras 4 e 5, construa os graficos de y = ka”*, discutindo o que
acontece quando consideramos valores diferentes para k. Organize sua resposta em dois itens,
correspondentes a valores de k£ >0 e valoresde k <0.

2. Um dos contaminantes principais de um acidente nuclear, tal como o de Chernobyl, é o
estréncio-90, que decai exponencialmente a uma taxa de, aproximadamente, 2,5 % ao ano.

a) Escreva a expressio da funcio que descreve o decaimento nesse caso. Para isso, denomine
por k, a quantidade de estréncio presente no inicio do acidente.

b) Considerando que ao tempo =0 ha 100% do contaminante presente, escreva a porcen-
tagem de estroncio-90 restante, P, em fungdo de anos ¢, desde o acidente nuclear.

c) Esboce o grafico de P(¢).

3. Quais das seguintes tabelas corresponderiam a uma fun¢io linear? Quais corresponderiam
a uma fun¢io exponencial? Ou a nenhuma delas?*

| s ¢ | s w | )
0 10,5 -1 50,2 0 27
1 12,7 0 30,12 2 24
2 18,9 1 18,07 4 21
3 36,7 2 10,8432 6 18

SHUGHES-HALLETT, D. et al. Cdlculo e aplicagées, Exercicio 13, p. 36.
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AULA

Funcao Logaritmica

Objetivos

e Definir Fungao Logaritmica, discutindo propriedades, relagoes entre as
diversas bases e grafico.

e Utilizar a nova fungao para resolver equagdes.

1. INTRODUCAO

A aula sobre Fun¢ées Exponenciais deixou, ao seu final, a equagéo
¢" =2 para ser resolvida. Para encontrar sua solugio, é preciso
definir uma funcdo que desmancha a a¢io da func¢io exponencial,
sendo sua inversa, chamada Fungdo Logaritmica.

Nesta aula, vamos definir essa nova funcio, discutir suas proprie-
dades, seu grafico e relagdes entre suas possiveis representagdes
e bases. Iniciamos com um exemplo, resolvendo a equacgio envol-
vendo exponenciais.

2. EXEMPLO: RESOLVENDO A EQUACAO e* =2

O grafico da fungdo y = ¢ estd esbogado na Figura 1 e nos sugere
que existe um valor de x, tal que ¢* =2.

y

Figura 1 - Resolvendo a equacio ¢* =2
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1

Como observamos na aula
sobre funcées exponenciais,
o uso da base e é muito
difundido. Desse modo, sua
inversa

¥ = In x terd um papel central
dentre o grupo de fung¢des
estudadas nesta aula. Numa
calculadora cientifica, temos
o comando LN, que corres-
ponde a esta funco. Por isso,
muitas vezes vamos resolver
as equagdes utilizando a
funcio logaritmo natural.

X}

Observe, em seu grafico

na Figura 1, que retas de
equagao

y = b, onde b é um nimero
real, o interceptam quando b
> (), e no maximo uma vez.
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Numericamente, verificamos que 0 < x <1, pois 2 < e <3 e entdo
0 1
e <2<e.

Damos o nome log 2 a esse valor de x (tal que e* =2). Em outras
palavras,

x =log, 2 ¢ a poténcia que se deve elevar o numero e para

obtermos o valor 2.

Veja na figura a seguir que é possivel determinar o valor de x, tal
que e* = b sempre que b > 0, resolvendo esta equagio envolvendo
uma exponencial. Esse valor de x serd positivo caso b >1; serd
negativo caso 0 <b <1 eserd 0 caso b =1.

Y

__—

0

t=logbh

Figura 2- Resolvendo graficamente e* = b

O valor de x, tal que ¢* = b, é denotado por x =log, b ou, alterna-
tivamente, por x =In b . Ele é denominado logaritmo natural de b.

Ou seja,

2.1 Definicao

x=log, b é apoténcia a que se deve elevar o nimero e para se
obter o valor b.

Em linguagem matematica
x=log,b= e =b

3. A INVERSA DA FUNCAO EXPONENCIAL y =¢* '

O processo de resolver a equagido e* = b corresponde, na verdade,
ao de determinar a inversa de y =¢". Tal inversa pode ser definida
porque y =¢" éinjetiva em IR.?
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Veja o esbogo do gréfico dainversade y = e”, obtido ao refletir seu
proprio grafico em tornodareta y =x.

y

Figura 3 - A funcdo inversa de y =e* chamada fungdo logaritmo natural y = Inx

4. A INVERSA DA EXPONENCIAL GERAL y = a*(a > 0,a = 1)

A discussido sobre a inversade y =a"(a>0,a=1) é semelhante a
dainversade y=¢".

Primeiro, veja na Figura 3 que retas de equacdo y =b, onde b é
p . ~ —

um numero real, interceptam a fun¢ido Y =€ quando b >0, e no

mAaximo uma vez.

Isto significa que a funcdo y=a'(a>0,a=1) é injetiva. Retome
a Aula 4 e confirme que entdo podemos definir sua inversa, cujo
dominio é IR e imagem IR*.

4.1 Definigao

Onome dainversade y=a" é y=log, x, (a>0,a#1), que
denominamos logaritmo de x na base a.
Em linguagem matematica,

y=log,x & a’' =x.

Nas figuras 4 e 5 a seguir, temos o grifico de y =log, x, obtidos
como na Aula 4.
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Y y=log,x,0<a< 1 y
y=a '
y=log, x, a>1

1
ol \ T

\ 0, 1

y=x T y=x
Figura 4 - Grafico da funcéo y =log, x, Figura 5 - Grafico da funcéo y =log, x, a > 1

0 < a <1, chamada logaritmo de x na base a

Informac¢bes importantes podem ser obtidas a partir do grafico
de uma funcdo. Na se¢do a seguir, vamos explorar o grafico de

y=log, x, (a>0,a+1)

4.2 Explorando o grafico de y =log_ x, (a>0,a#1)

Observe que todos os grificos interceptam o eixo x no valor 1.
Isto significa que o valor da func¢do no ponto x =1 é 0. Ou seja,
log,1=0, qualquer que seja o valor a > 0.

Veja que graficos das fungdes logaritmicas nunca interceptam o eixo
v. No entanto, as curvas grafico se aproximam desse eixo, 3 medida
que o valor de x fica muito pequeno. Quando x fica préximo do
x =0, ainda que positivo, o valor da ordenada y fica:

+ muito grande em valor absoluto, mas negativo, no caso da base
a>1;

+ muito grande, positivo, no casode 0 <a <1.
Quando o valor de x fica muito grande, veja que:

+ o valor da ordenada y fica muito grande e positivo, no caso da
base a >1;

+ o valor da ordenada y fica muito grande (em valor absoluto),
sempre negativo, no caso dabase 0 < a < 1.

Observe agora o grifico de y =log  x, com a > 1. Ela é concava para
baixo. O que estaria provocando esse efeito visual? Ele resulta do
fato de que as variagdes &, representadas na figura abaixo para
x>1, sdo cada vez menores (mantendo espacos regulares de
variagdo & ).
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y=log x, a>1

Figura 6 - Concavidade do grafico de y =log, x, a >1

Isso quer dizer que as taxas o tém seu valor cada vez menor, o

que significa que a fun¢do se modifica cada vez mais devagar.

Informagdes como essas sdo importantes e podem ser recuperadas
de leituras de bons esbogos de graficos.

5. PROPRIEDADES DA FUNCAO y =log_ x

Afuncio y =log, x,definidacomoinversade y =a” (a >0,a #1)
desfaz sua a¢io sobre um valor x, e por isso,

1- log, (a") = x, para todo x em IR.

Observe que desfazer a acdo da exponencial sobre o numero x
corresponde a recupera-lo a partir da expressido g . Isso é obtido
nesta primeira propriedade, fazendo a agdo y =log, x atuar sobre
a’; ou seja, compondo as duas fungdes.

Damesmaforma, y =a* (a>0,a #1) desfazaacdode y =log, x
em um ponto x.> Assim,

2- g% = x , paratodoxem IR".

% Lembre-se de que se f'¢é
inversa de g, entdo g é
inversadef.

A propriedade 3 é um caso especial da propriedade 1, uma vez que
a’ =1, para todo a.

3-log,1=0

Além destas, trés outras propriedades sio importantes quando
utilizamos a fun¢do y=log,x (a>0,a#1) na resolugio de
problemas. Sio elas:

95



FUNDAMENTOS DE MATEMATICA

96

4 log, (4B) = log, (4)+ log, (B)
5- log, (£) = log, () log, (B)

6- log,(4") = plog, (4)

Demonstragao de 4:
Da defini¢do de fungdo inversa temos
f e f' sdoinversas, entdo [ (y)=x< f(x)=y.

No caso do par de inversas y =log, x € y=a", a defini¢do
se traduz

log, x =c, quer dizer g = x.
Assim, sejam ¢, =log, A € ¢, =log, B . Entdo g% = 4,
a®=B;e

log (AB) =1log_(a"a®) . Fazendo uso das propriedades de
exponenciais,

log, (a"a®) =log,(a"**) = ¢, +¢, = log, A+log, B, como
queriamos demonstrar.

As demais propriedades se demonstram de modo analogo.

As propriedades acima sido importantes na resolu¢io de equagdes
logaritmicas.

6. EXEMPLOS

6.1 Exemplo: resolvendo equacdes logaritmicas
Para determinar o valor de ¢ que satisfaca
5=3(10"),

podemos escrever

log,, (5) =log,, (3(10”)). Aplicando a propriedade 4 ao segundo
membro da igualdade, temos:

log,, (3(102’ )) =log,,3+log,, (102’ )

Veja vocé que, na segunda parcela dessa ultima expressdo, temos
log,, (IOZt) =2t , pela propriedade 1.

Desse modo, retomando a equa¢do que estamos resolvendo ja com
essas informagdes escrevemos:
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log,, (5)—log,,(3)
2

acOes préticas, a escrita desse valor como um nimero decimal, em

log,, (5) =log,,3+2¢.Segue que t = . Em situ-

geral aproximado, pode ser obtida com auxilio de uma calculadora
ou de uma tabela.

6.2 Exemplo: reescrevendo expressdes envolvendo logaritmos

Observe o resultado que obtivemos no exercicio anterior:
. log,, (5)—log,,(3) '
2
Ainda utilizando as propriedades de logaritmos, podemos rees-
crever essa expressio, tornando-a concisa.

Da propriedade 5, a expressio do numerador se reescreve
5

log,, (5)—1log,, (3) =log,, 3

Desse modo,

=3 (1o (3)).

o

Utilize agora a propriedade 6 para escrever ¢ =log,, (%) )

¢ HUGHES-HALLET et al.
Cdlculo e aplicagdes, p. 49,

6.3 Exemplo: avaliando a idade de um fossil* o
Exercicio 13.

Um crinio descoberto em uma escavagdo arqueolégica tem 10%
da quantidade original de carbono-14 presente. Como avaliar sua

idade?

Ora, sabe-se que a quantidade, ¢, de carbono-14 radioativo, que
permanece no organismo t anos depois da morte, pode ser mode-
-0,000121¢

lada por g = g,e ,onde g, éaquantidade de carbono inicial.
Para respondermos a questio colocada, devemos determinar o

valor do tempo ¢ para o qual ¢ =% ¢, .

~ —0,0001217
Resolvendo a equacio 1% ¢, = q,e , escrevemos:
1
—0,000121
—=e !
10
InL = Ine 0021 oy

10

In10
121

Com o auxilio de uma calculadora, a resposta é t = 15. 678,7 anos.

“In10 = —0,000121¢. Ou seja, t =10°
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7. RELACOES ENTRE AS FUNCOES LOGARITMICAS

Os graficos na figura a seguir sdo graficos de fungdes logaritmicas, de
equagdo y = k In x, para diferentes valores do ntimero real positivo £.

y=Inx

Figura 7 - Graficos das fun¢oes y =kInx

Qualquer y =log, x estd ai representada, para um valor conve-
niente da constante £.

De fato, existe um valor adequado k para cada valor da base q, tal que
log, x=klnx.
Essa constante é conhecida como mudanga de base.

Isso quer dizer que se conhecemos bem a fun¢do y =Inx ou, na
verdade, qualquer outra y =log, x, conhecemos todas as outras
fungdes logaritmicas y =log, x .

7.1 Determinando o valor da mudanca de base entre y =log, x e y =Inux.

Da definicdo da fun¢do y=Ilog,6 x como inversa de y=a",
sabemos que:

a=e™ ,paratodo a >0
log, x =c é o mesmo que dizer g° = x.
Uma vez que g = e™, podemos escrever
c _ Ina \¢ _ : clna
a“ =le =Xx,ouseja, e =x.
Isto é 0 mesmo que dizer

clna=lnx.

1 .
De outro modo, c:l—lnx, 0 que nos permite escrever
na

log, x=—1Inx.
Ina
Obtivemos assim o valor da constante mudanga de base, k = na’
na
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8. UM COMENTARIO FINAL

Vale a pena ser feito um comentéario sobre o desenvolvimento histé-
rico dessa funcéo.

A fungdo logaritmica possui uma propriedade importante — a de
transformar produtos de numeros em soma, que, na verdade foi
o motivo de sua concepg¢do. No século XVIII, das grandes navega-
¢Oes, buscavam-se modos para tornar os calculos mais simples.
O Logaritmo constituiu-se como um dos instrumentos que possi-
bilitava simplifica¢des. Historicamente, sua invenc¢io antecede os
estudos da fun¢do exponencial geral. Isto quer dizer que a ordem de
apresentacio dos dois contetidos aqui neste texto inverte a ordem
histérica de sua cria¢io. No entanto, hoje é mais natural apresenta-
-los desse modo; inclusive porque a evolugdo da tecnologia, com
o advento de calculadoras e computadores, tornou sem sentido o
motivo inicial (transformar produtos de numeros em somas) da
concepgao dos logaritmos.

99



FUNDAMENTOS DE MATEMATICA

EXERCICIOS
1 - Resolva as equag¢des, determinando o valor de ¢
2)3=2(10") b)7(3')=2(5") ©)50.000 = 25.000¢ ™"
2 - Resolva as equag¢des, usando logaritmos naturais na resolugio.
2)200 = 50(3)' b) a=b' 2P = Pe™*

3 - Converta cada uma das fun¢bes a seguir a forma P = POa’. Quais representam cresci-
mento exponencial ou decaimento exponencial?

a)P=Pe” b)P = Pa' QP =79
4 - Converta a funcao P=72(0, 5)’ aforma P=Pe™.

5 - Uma populagio P era de 1,6 milhées em 1980 e estava crescendo a taxa anual de 2,8%. Seja
t o tempo em anos desde 1980.

t
(a) Expresse P como fun¢io na forma P=Fa .
(b) Expresse P como funcdo exponencial usando base e.
(c) Compare as taxas de crescimento anual e continua.

6 - Em 1994, a popula¢do do mundo era de 5,6 bilhées, e projetava-se que a populagio atin-
giria 8,5 bilh6es por volta do ano de 2030. Qual é a taxa anual de crescimento nessa previsio?

7 - O ar numa fébrica estd sendo filtrado, de modo que a quallcntidade, P, de poluentes (em mg/
—Kt

litro) est4 decrescendo de acordo com a equacio P =Fe ™ onde  representa o tempo em

horas. Se 10% da polui¢io é removida nas primeiras 5 horas,

(a) Qual porcentagem da polui¢io resta depois de 10 horas?
(b) Quanto tempo vai levar até que a polui¢do seja reduzida de 50%?

(c) Esboce um gréfico da polui¢do contra o tempo. Mostre o resultado de seus calculos no
grafico, explicando por que a quantidade de polui¢ido poderia decrescer dessa forma.
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