Funcoes Trigonométricas

Objetivos

e Definir Fungdes Trigonométricas.

e Introduzir a nogao de medida de angulos em radianos, utilizada para
definir tais fungdes no Circulo Trigonométrico.

e Esbogar grdficos de Fungdes Trigonométricas.

e Definir as Fungées Trigonométricas Inversas, utilizando-as para resolver
equacoes.

1. INTRODUCAO

Vocé conhece algum método para calcular a altura da Pedra do Bode?*
Do Pio de Agucar? E para calcular o comprimento do raio da Terra?

Desde muito cedo os homens se empenharam em desenvolver
métodos para determinar distincias como essas, inacessiveis por
medicdo direta. Respostas a tais questdes, e outras, foram sistema-
tizadas, e uma cole¢io delas constituiu a 4rea da matematica conhe-
cida como Trigonometria.

A palavra Trigonometria significa mensura¢do no tridngulo, refe-
rindo-se ao desenvolvimento de métodos para o cilculo das medidas
de seus angulos e dos comprimentos de seus lados. Esses métodos
foram desenvolvidos a partir da percep¢io de relagdes entre tais
medidas em tridngulos retdngulos semelhantes e tornaram instru-
mentos importantes de medi¢io.

Depois, as primeiras no¢des foram estendidas para pensar relagdes
que contemplassem dngulos maiores que 90°, levando a definigdo e
ao estudo das fungdes trigonométricas.

Do estudo dessas fun¢des, como extensio da trigonometria do tridn-
gulo retdngulo, abrem-se possibilidades para a investigagdo e mode-
lagem de fen6menos que, quando representados matematicamente,
tém seus valores se repetindo em intervalos regulares, como ondas.

1 Vocé sabe onde fica a Pedra
do Bode? Se nio sabe, faga
uma consulta na Internet!
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Esse serd o tema central desta aula e serd retomado durante seu
curso, dada a sua importancia.

Como leitura complementar, anexamos no Apéndice deste livro
secdes sobre Semelhanga de Tridngulos, pelo seu papel na fundamen-
tacdo e desenvolvimento da Trigonometria; sobre a Trigonometria
no Tridngulo; sobre Fungées Periédicas. Por fim, uma discussdo sobre
Identidades Trigonométricas e sua utilizagdo para resolver equagdes.

2. ESTENDENDO AS NOCOES DA TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO

Quando 6 for o dngulo de referéncia para o calculo das razdes entre
os lados de um tridngulo retangulo, estes lados serdo nomeados
como indicado no tridangulo ABC da Figura 1.

hipotenusa cateto oposto

o =

cateto adjacente

Figura 1 - Lados do triangulo retangulo relativos ao angulo 6

Para cada valor do 4ngulo 8, entre 0 e 90°, destacamos na defini¢do
2.1 a seguir as seis razdes entre os comprimentos de catetos e da
hipotenusa, chamadas razées trigonométricas.

2.1 Definicao

As razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente, cossecante,
secante e cotangente sio expressas respectivamente por:

cateto oposto a 0 hipotenusa
senf = - P cscO= P
hipotenusa cateto oposto a 6
cateto adjacente a 6 hipotenusa
0s@= : y secf= r :
hipotenusa cateto adjacente a 6
cateto oposto a 6 cateto adjacente a 6
tan 0= p cotfd= J
cateto adjacente a 6 cateto oposto a 0
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Na Defini¢io 2.1, observe as relagdes entre as trés razdes a direta e
as trés a esquerda:

cscl= ! ; secl= ! ; cot@= .
sen@ cos @ tan @

Veja que podemos escrever as trés razdes a esquerda em termos das
trés razdes a direita. Por isso, na maior parte do tempo, estudamos
apenas as razdes trigonométricas definidas como seno, cosseno e
tangente.

Estas razdes trigonométricas sdo, em particular, fun¢ées do angulo
6. Mas do modo como estdo definidas, ndo podemos considerar
angulos maiores do que 90° em seu dominio.

Como estender a definicdo das razdes (como fungdes) trigonomé-
tricas para contemplar angulos @ quaisquer?

A Figura 2 ilustra uma proposta, em que os dngulos sdo medidos a
partir do semieixo positivo x. Por convencio, o sentido anti-horario
da rotag¢do do raio OP, como assinalado na Figura 2, correspondera
a valores positivos da medida dos angulos.

P ) P(y.)
r /o )
0 0
X
" y
P(xy) % A

Figura 2 - Estendendo a Trigonometria do Tridngulo

Para prosseguirmos, observe o ponto P(x,y) em ambos os quadros
da Figura 2 e analise o tridngulo retdngulo “imaginario” constituido
por sua ordenada, abscissa x e o raio OP. Dé o nome de r ao compri-
mento ou norma de OP.

Com essa linguagem, e utilizando a Defini¢do 2.1, é possivel rees-
crever as razodes trigonométricas como a seguir:

ordenada do ponto P 'y

sen@ = =
|OP| r
cos 0= abcissa do ponto P _X :
joP|
P
fan 6= ordenada do ponto _Y

abcissa do ponto P x
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Confirme na Figura 2 que esta reescrita passa a admitir dngulos
maiores que 90° na determinacio de razdes trigonométricas. E ainda
que as razées (que sdo fun¢des de @) reescritas para angulos menores
que 90° coincidem com as definicdes das razdes trigonométricas para
angulos entre zero e 90°, como apresentada na Trigonometria no
Triangulo.

Essa proposta de extensdo da Trigonometria no Tridngulo para
contemplar angulos @ quaisquer estd sistematizada na definicio
a seguir.

2.2 Definicao

Em um sistema de coordenadas cartesiano, seja P =(x,y)um
ponto qualquer na reta passando pela origem que forma um
angulo € com a direcio positiva do eixo x (Figura 2).

Chamando |O_P| de r, definimos

sené?zZ csc@zi

r y

cosf@=— secﬁzl

X

tan@zl cotﬁzi
Z

2.3 Comentarios

Como divisbes por zero nido sio permitidas, as razdes tan @ e sec &
nio estio definidas quando x = 0; ou seja, para 8 = 90°.

Pelo mesmo motivo, csc @ e cotd nio estdo definidas quando
y = 0; ou seja, para 8= 0",

Nessa extensdo das razdes trigonométricas para contemplar angulos
maiores do que 90°, utilizamos outra unidade de medida de 4ngulo,
chamada radiano. Motivos dessa convencido serdo discutidos ainda
nesta aula. Para isso relembramos também o sentido ou orienta¢io
positiva adotada para o dngulo 8: positivo, se medido no sentido
anti-horério, a partir do eixo x.
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3. MEDIDAS DE ANGULO

Na Trigonometria do Tridngulo os dngulos foram medidos como se
indicassem dire¢bes, em graus. A unidade 1° corresponde a 1/360,
parte de uma volta completa num plano, em torno de um eixo. Isto
quer dizer que o angulo dado por uma volta completa mede 360°.

360°

Figura 3 - Medida do 4ngulo de uma volta

Ao estender a Trigonometria no Tridngulo introduzimos um outro
modo de medir 4ngulos. Nesse novo modo, representamos a volta
completa de 360° desenhando um circulo. A nova unidade de
medida de dngulo, chamada de 1 radiano, corresponde ao angulo
que subtende um arco de comprimento igual ao seu raio.? Explore a
Figura 4 e confirme o que estamos dizendo.

0= 1 radiano 0

N[

radiano

Figura 4 - Medida de 4ngulos em radianos
O simbolo usado para a medida radiano é rad.

Convencionando o sentido de rota¢io anti-horario como positivo,
vamos definir a medida de um angulo central arbitririo @, como a
seguir.

3.1 Definicao

A medida em radianos de um angulo central @ em um circulo
corresponde A razdo entre os comprimentos do arco subtendido

. . . N
e o seu raio. Ou seja, em radianos, @ = —.

r

% Uma vez que circulos sio
figuras geométricas seme-

lhantes (a forma é sempre a

mesmal), esta medida nio

varia com o comprimento de

seus raios.
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Em outras palavras, tomando o raio do circulo como a unidade de
comprimento, a medida de um angulo corresponderd a medida
linear do arco por ele subtendido, com a orienta¢do como foi defi-
nida. Observe novamente a Figura 4, relacionando-a com a defi-
nicdo de radiano.

3.2 Exemplo: utilizando a Definicao 3.1

a) Se o raio de um circulo for 4 cm, entdo a medida, em radianos, do
8

angulo que subtende um arco de 8 cm, serd €= Zrad =2rad .

b) A Figura 5 representa dois satélites artificiais, circulando ao redor
da Linha do Equador. O raio de sua érbita é, aproximadamente,
3x10®m . Para uma separacio angular registrada de 8= 0,03rad,
o comprimento de arco que separa os dois satélites pode ser calcu-
lado como

s=r0=(3x10°m)(0,03rad) = 9x10°m.

Figura 5 - Satélites em 6rbita

Podemos fazer corresponder as medidas de dngulos, em graus, as
suas medidas em radianos: lembrando que a circunferéncia tem
comprimento ¢ =2mr, entdo um angulo completo de uma volta,

. 27r
correspondente a 360°, é equivalente a— = 2T rad .
r

Veja que 0 = T corresponde a meia-volta, ou seja, 180°.

180°
T

Assim, 2mrad =360°, mwrad =180°, lrad = =57,29° e

1°= " yad ~0,017rad .
180

A Figura 6 a seguir representa algumas medidas de dngulo em
radianos, considerando os sinais positivo e negativo, de acordo com
sua orientagdo.
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T .
) —radianos
T radianos 2

21 radianos

-2 radianos - T radianos T .
5 radianos

Figura 6 - Medindo 4ngulos em radianos

3.3 Exemplo: conversdo de medidas de angulos

Um angulo de 60° vale 60x1° Portanto, em radianos

60°= 60 T rad:Erad.
180 3

T
Um 4angulo de fmd vale lerad . Portanto, em graus,

Emd;Ex@:45°.
4 T

3.4 Notacdo, linguagem e convencoes

Na definicio e estudo das Fun¢des Trigonométricas, a convengio
serd medir Angulos como proposto na Defini¢cido 3.1. Assim, de
agora em diante, as medidas dos angulos 0 serdo em radianos,
a partir do semieixo positivo O, considerando seu sentido de
rota¢io anti-horario como o sentido positivo.

A letra x passard a nomear a varidvel independente das fungées
trigonométricas e corresponde a medida do angulo denominado
até o momento pela a letra grega 0. A letra y estard, na maioria
das vezes, referindo-se ao valor da fungdo trigonométrica para
cada valor de x, medido em radianos.

Estes acordos adéquam notagio e linguagem as do conceito de
funcio real, como trabalhado no Céalculo.?

3 Esta mudanca na notagdo
tem o propésito de adequar
anotagdo aquela utilizada no
contexto das fun¢des reais
de varidveis reais. Ao medir o
angulo em radianos, possi-
bilitamos a representacio
das fung6es trigonométricas
em sistemas de coordenadas
cartesianos, adotando uma
mesma unidade de medida
em ambos os eixos. Este é
o modo como trabalhamos
com as fungdes reais, em
matematica. Estabelecido
este acordo, estamos em
condicées de definir Funcées
Trigonométricas como
funcoes reais de variaveis
reais, no Circulo Trigonomé-
trico.
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* Digo aqui “uma defini¢do
possivel” porque poderiamos
perfeitamente defini-las de
outros modos. Por exemplo,
poderiamos defini-las
organizando-nos a partir
da representacio de um
circulo, mas considerando
outros valores diferentes de
1 unidade para o raio r.
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4. O CIRCULO TRIGONOMETRICO

Razées trigonométricas independem das dimensdes dos lados do
tridngulo retangulo considerado e estio em funcdo apenas da
medida x do 4ngulo (que antes chaméavamos de 0). Por isso, na
Defini¢do 2.1 podemos considerar r = |OP| =1. Feita essa opcio,
o ponto P, representado nas figuras 7 e 8, descreverd um circulo de
raio 1, quando variamos os valores de suas abscissas e ordenadas.

x>0 x<0

Figura 7 - Medida de angulo x>0 Figura 8 - Medida de angulo x <0

Observe ainda nas figuras 7 e 8 os cuidados com as medidas de
angulo, em termos da orientagio.

4.1 Definicao

Chamamos Circulo Trigonométrico a uma representacao de
um circulo que inclui os elementos destacados acima: raio 1,
medida de angulos centrais em radiano, sentido anti-horario de
rotacdo tomado como positivo ao medir angulos.

Uma definicdo possivel para as Fung¢bes Trigonométricas como
func¢des em IR se beneficia da no¢ao de Circulo Trigonométrico.*

4.2 Definicao

Para um angulo (de medida) x no Circulo Trigonométri-
co no plano uv, os valores cosx e senx sdo as coordenadas
(cos x,senx) do ponto de interse¢io P da reta suporte do Angulo

com o circulo #* +v* =1. As fungdes y=cosx e y = senx
definidas deste modo tém dominio /R e sdo denominadas fun-
¢do cosseno e fungdo seno, respectivamente.

Veja o que a Defini¢do 4.2 diz, explorando as figuras a seguir.
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(cos x, sen x) (cos x, sen x)
1 :
1 sen x
X
cos X cos x
Figura 9 - Seno e cosseno no 1° quadrante Figura 10 - Seno e cosseno no 2° quadrante

Ainda nas figuras 9 e 10, observe que dngulos (de medida) x e
x+2km correspondem ao mesmo ponto P = (cos x,senx) sobre
o Circulo Trigonométrico.

Se k for um ntmero inteiro, o nimero 2kT representa a medida
de k comprimentos de medida 27, correspondendo entio a k vezes
o comprimento do circulo de raio 1. Explorando novamente as
mesmas figuras 9 e 10, vocé vera que os dngulos x e x + 2kT corres-
pondem ao mesmo ponto P = (COS X, Senx) sobre o Circulo Trigono-
meétrico.

Isso quer dizer que os valores da abscissa e da ordenada do ponto P,
em funcdo do dngulo x, se repetem em ciclos, de periodo® igual a 27 .
Dito de outro modo, as fun¢des seno e cosseno, que correspondem,
respectivamente, a ordenada e a abscissa do ponto P =(cos x, senx),
tém periodo 21 .

Vamos escrever essas observa¢des em linguagem matemadtica.

4.3 Notacao e linguagem

As fungdes y =senx e y =cosx sdo fungoes periddicas de
periodo 27 , satisfazendo a:

sen(x) = sen(x+2kn), para todo inteiro k.

cos(x) = cos(x+2km), para todo inteiro .

4.4 Exemplo: resolvendo equagdes
Que valores de x satisfazem a equagido senx—1=07?
Escrito de outro modo, queremos determinar os valores de x para os

quais senx =1. No intervalo [0, 275] , isto acontece apenas quando

x = — . Assim, todas as soluc¢bes possiveis, em /R, serdo dadas por

AN

x = —+ 2km, para k nimero inteiro.

5 Entenda o periodo como o
menor intervalo de valores
de x em que um ciclo da
funcio se completa.
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6 A amplitude de uma funcio
periddica é a metade da dife-
renga entre seu maior valor
da oscilagdo e o seu menor
valor.
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5. CONSTRUINDO GRAFICOS

Os sinais das func¢bes trigonométricas, quando positivos, estdo
representados na Figura 11. Uma justificativa para este quadro de
sinais decorre do fato de as fungdes trigonométricas terem sido
definidas como razdes das ordenadas e abscissas de pontos em cada
um dos quadrantes. Esta andlise serd til para o tragado de graficos.
y

sen x>0

cos x>0
sen x>0

tgx>0

tgx>0 cos x>0

Figura 11 - Sinais das Fun¢des Trigonométricas

5.1 O gréfico da Funcao Seno

Afuncio y = senx é definida para todo nimero real x. E uma funcdo
periddica, de periodo 27 . Por isso, basta explorarmos o tragado de
seu grafico para x no intervalo [O, 275] .

Relembrando que —1< senx <1, para todo valor de x, seu gréfico
estard totalmente contido na faixa do plano determinada pelas
retas y=—1 e y =1, como na Figura 12. Dizemos que sua ampli-
tude® vale 1.

N&o temos elementos para garantir que a concavidade do grafico da
funcéo serd como a do desenho. No entanto, auxiliados pela Tabela
1 de valores da fun¢do y =senx para valores de x no intervalo
[0, 27:] e pelo quadro de sinais, esbo¢amos a forma do grafico.

Tabela 1
Valores da funcao y = senx
clolnla|n|n|zm|m | |3
6l a3 |23 |46 |2
1|1 |3 NEREER
senx O 2 \/5 7 l 7 \/5 2 O 'l 0
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2

Figura 12 - Gréfico da Funcdo Seno

5.2 O gréfico da Funcao Cosseno

O grafico da fungdo cosseno pode ser obtido a partir do grafico da
fungdo seno, desenhado acima, retomando

I
- aidentidade’ cos x = sen (x + Ej e

- a discussdo sobre transla¢ées horizontais, em nossa Aula 4. Seu
esboco terd a forma

3n/2 2x Sm/2

Figura 13 - Gréfico da Fun¢io Cosseno

5.3 O grdfico da Fungdo Tangente

Observe nas figuras 14 e 15 as representa¢des do comprimento PT
datangente do dngulo 0 . Asrepresenta¢des sio validas porque, pela

semelhanca dos tridngulos, podemos escrever que Pr_y_ tan O -
X
.
T
P(x,») P(x.y)
0 " \p y
0 X
X
920

Figura 14 - A Tangente no 1° quadrante Figura 15 - A Tangente no 2° quadrante

" Estude o Apéndice 4 neste
livro.
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8 Lembre-se de que os zeros da
funcdo y = cos x ocorrem em

x=£+kn.
2
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Explore a variacdo desse comprimento, imaginando a posi¢do do
eixo suporte OP(x, y) se movendo no sentido anti-horario, em
torno do ponto O: o comprimento PT fica muito grande, positivo,

. L. T . .
quando O fica préximo de —, no primeiro quadrante. Quando 0
. . ™ . p
fica préximo de —, no segundo quadrante, o comprimento PT serad

marcado abaixo do eixo x, correspondendo a valores negativos para
a tangente. Ou seja, para tais valores de 0, o valor da tangente
é negativo, com valor absoluto muito grande. E o que acontece

: 3n :
quando O estd proximo de — ? Faca uma andlise semelhante a que

s . - ™
foi feita para o caso em que 8 fica préximo de —.

Por fim, veja que a funcdo y=tanx nio admite valores para
L . x x

x =k —, k impar, que sdo os zeros da fun¢do y =cosx.® Estes
2

valores nio pertencem ao dominio da fun¢do y =tanx, porque

senx . - « N T
tanx = e 0 nosso sistema numérico ndo admite divisdo por

COS X
Z€ero.

Situacbes semelhantes as que foram discutidas para @ préximo de

T 3w . . T .
— ede — ocorrerdo nos demais valores x = k —, k impar.
2

2

Isto justifica em parte por que o grafico da fun¢do tangente terd sua
forma como representada na Figura 16.

A
y

-n/2 n /2 3n /2

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1 0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Figura 16 - Grafico da Fungio Tangente

5.4 Exemplo: construindo novas funcdes

Na Aula 4, esbogamos graficos de fungées y = f'(x) expressas como
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translacées de fungdes y=g(x), cuja féormula ou grafico eram
conhecidos. Em outras palavras, uma vez conhecido o grafico de
y=g(x), aprendemos a esbogar o grafico de y = f(x)=g(x)+k
ou y=f(x) :g(x+k). Vamos retomar aqui os mesmos proce-
dimentos que utilizamos 14, para esbogar graficos de fun¢ées que
envolvem func¢bes trigonométricas em sua expressio, tais como
y=T+cosx,ou y=cos(x+m).

5.4.1 Exemplos: translacdes verticais e translacdes horizontais

O esboco de y=mn+cosx pode ser obtido a partir do grafico
de y=cosx, por meio de uma translagdo vertical, adicionando
o numero T a todas as ordenadas dos pontos sobre o grafico.
Lembre-se de que m~3,14.

Observe que a faixa que encerra o grafico da fungdo, determinada
pelas retas y =—1 e y =1, passard a corresponder a y=—1+m
e y=1+4m. O grafico de y =mn+cosx terd a mesma forma de
y =cosx, incluindo o mesmo periodo, porém encerrado nessa
outra faixa no plano. Tente fazer seu esbogo!

Ja no caso de y= cos(x+ Tc), seu grafico serd obtido a partir do
de y =cosx por meio de uma translagédo horizontal de T unidades
para a esquerda. Nenhuma modificagio haverd na faixa no plano
que encerra o grafico.’

Observe que as translagbes horizontais e as translagdes verticais nao
modificam a amplitude e o periodo das fungdes trigonométricas.

5.4.2 Exemplo: modificacdes na Amplitude e no Periodo™®
Como esbogar o grafico de uma fun¢do como y = 2senx ?

Veja sua tabela de valores, apresentada abaixo para x no intervalo

[0, 27(].

® Confira que j4 fizemos uma
translacdo horizontal em
4.3, ao eshogar o grafico de

LT
y=sen| x+—
2)

1905 exemplos particulares
que trazemos aqui
representam casos gerais,
no sentido de indicar
procedimentos gerais a que
podemos recorrer.

Tabela 2
Valores de y = 2senx
R EEEEEE
6 | 4 3 | 2] 3 4 6 2 |77
1 1 NE) 3 1 1
2senx | 0 | 2% 2Xﬁ 2><7 2x1 2><7 2XE 2X5 0]2x-1] 0

Observe que todas as ordenadas dos pontos que estardo sobre o
grafico estdo multiplicadas por 2, o que inclui os valores y =1 e
y =—1, que sdo os valores maior e menor da oscilacdo. Lembre-se de
que estes ultimos determinam as duas faixas no plano que limitam
o gréfico da fungio.

Observe que os zeros da fun¢ido nio se modificam e nem o seu
periodo.
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"Retome a aula sobre Fun¢des
Inversas e procure justificar
as afirmagdes feitas.

2L embre-se de que dominios
e imagens serdo parte inte-
grante das func¢ées que serdo
definidas.

13Ver a definicio de fun¢do
crescente.
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Tente esbogar o grafico da funcdo, desenhando primeiro as retas
y=-2e y =2, que determinam a faixa no plano que vai encerrar
o grafico.

Como segundo exemplo, vamos discutir o grafico de y = sen(2x).
Para comegar, lembre-se de que se 0<2x<27m, ou seja, se
0<x<m, entdo sen2x terd percorrido um ciclo completo. Isto
quer dizer que o periodo da funcio y = sen(2x) é .

Veja na Tabela 3 como isso acontece.

Tabela 3
Valores de y = sen(2x)
x | o T T 3
4 2 4 s
sen| 2 x T T sen| 2 x 3—71:
4 sen| 2x— 4
sen2x | O 2 0
T 3n
=sen—=1| =senn=0 | =sen— =-1
2 2

Nao ha alteragdo na amplitude, e o grafico completa seu ciclo em
0 < x <. Faca o esboco!

6. FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Todas as fungdes trigonométricas ndo admitem inversa em seu
dominio, uma vez que elas nio sio injetoras nele.™

No entanto, podemos restringir o dominio de cada uma delas, de
modo a possibilitar a obten¢io das inversas. Em cada caso, essa
restri¢do pode ser feita de muitas formas. Vamos utilizar as restri-
¢Oes que sdo consideradas como dominios principais das inversas.'?

6.1 A Inversa da Funcao Seno

A fun¢io y=senx é injetora quando definida em T

272
porque seus valores nio se repetem nesse intervalo, pois ela é cres-
cente.'® Podemos definir sua inversa nesse intervalo. Ela é denomi-
nada funcio arco seno.

De sua defini¢do como inversa da fun¢io seno, seu dominio é [—1, 1] ,
que é a imagem da funcéo seno. Por sua vez, sua imagem é o inter-

T T . . s s .
valo | — — |, que é a restri¢do do dominio escolhida.

2 2
O gréfico sera obtido como a reflexdo, em torno dareta y =x, da
e - T
curva grafico de y = senx, paraxem| — — |
2 2
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Figura 17 - O grafico de y = arcsenx

A funcio arco seno de x, simbolizada por y = arcsenx, é o angulo

. T T . .
no intervalo | —,— | cujo seno é x. De outro modo, y = arcsenx

significa x = seny e —g <y< g

6.1.1 Exemplo: resolvendo equacdes

o 3 A .
Sabemos que sen E = 7 Para encontrarmos um angulo cujo seno

7

é B entdo podemos responder que um valor para esse angulo é

oI ) 3 @ ) .
—. Ou seja, arcsen 7 = E . Ha outros 4ngulos com essa proprie-

dade; mas aqui estamos respondendo de acordo com a restricdo ao

—T T
dominio |—,—|, conforme combinamos.

. ~ ’TY 7 F‘T
Assim, resolver a equagio arcsenx = 5 é escrever X = seng , ou

seja, x=—.

6.2 A inversa da Funcao Cosseno

Observe o grafico de y =cosx e verifique que essa funcio é inje-
tora no intervalo [O,ﬂ.

Sua funcdo inversa, y =arccosx, é denominada arco cosseno. Seu
dominio é [—1,1], e sua imagem é [O,Tr]. Do mesmo modo que a
funcéo arco seno, temos que ) = arccos x significa x = cos y, para
0<y<m.
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Figura 18 - O grafico de y = arccos x

6.3 A inversa da Funcao Tangente
A Funcéo Arco Tangente é definida do mesmo modo que as duas

inversas ja estudadas. Temos
T T
y=arctan x se e somente se X =tan y, para ey <y< 5
A X
y |
1 //
)
1 .
A . o
1 //
1 //
iy
) B P —
o
0 -
32 - -2, (0 w2 o322
77
i
Lo I-n/2
L, 1
Pt !
. 1
p [
7 1
’ 1
. 1
|
Figura 19 - O gréfico de y = arctan x
T T

O dominio de y =arctanx é (—o0,+00), e a imagem é ,
22
Veja como o gréfico esta todo dentro na faixa do plano limitada por

(L I

=—— e = — .
YET 0TS
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EXERCiCIOS

1- Um menino empina uma pipa a 3 m de altura, num angulo de visdo que num certo
momento é de 45°. Qual o comprimento da linha que estd sendo dado nesse momento?

2- Uma camera de filmar esta localizada em um poste a 4 m do solo e acompanha um carro
em movimento. No momento em que o carro estd a 6 m do poste, qual o dngulo entre o
foco da cAmera e o poste?

3- Uma escada de 2 m esta encostada num muro, fazendo um angulo de 35° com o chio.
Qual a altura de seu topo, em relacio ao chdo? Qual a distincia entre a sua base e o muro?

4- Calcular os valores de todas as fun¢des trigonométricas, no caso de o ponto P(x,y) na
Figura 2 ter coordenadas: (1,3); (2,—5). Faga um desenho representando o angulo 6 em
cada um dos casos.

5- Converta de graus para radianos: 30°; 150°; 640°.

6- Converta de radianos para graus: T rad ; 2rad .

7- Que valores de x satisfazem cos x i1 =07

8- Que valores de x satisfazem cos’ x—2cosx+1=07?

9- Em uma circunferéncia de raio 4, qual o comprimento do arco oposto a um angulo

central de S—ﬂ rad? E de 60°?

10- Resolva: senx = tan x , para x em [O, 275] .

11- Para senx = % ,X em [E , n:‘ , determine o valor de cosx e tanx.

12- Diga qual o periodo das seguintes fungées:

@ y=sen(x-3) (b)y=n+senx (c) y= %cosx (d) y =3sen(x+5) () y=3sen(4x)

13- Diga qual a amplitude das fun¢ées da questdo 12.
14- Esboce os graficos das fun¢des da questio 12.

15- Faga y = x na identidade cos(x+ y)=cosxcosy—senxseny e escreva a identidade
nova.

16- Faga —y na identidade cos(x+ y)=cosxcos y—senxseny e escreva a identidade
nova.

17- Mostre que COSx = Sen(x + gj . Sugestdo: use a férmula de adi¢do de arcos.
18- Resolva sen2x =cosx em [0,2n].
19-Esboce o grafico de y = sen(x+2).

20- Esboce o graficode y =—-2+ senx .
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. o T
21- Complete™ a tabela abaixo, como indicado, levando em conta que cos x = sen ( X+ —j

Tabela de valores da fun¢ido y =cosx

0 ™| T i 2w | 3w | 5 - 3w o
¥ _ _ il B B -
6143 2 3146 2
T 7 T
Ccosx sen| —+—1=0 sen(n+—)=—1 0
2 2 2

22- Esboce os graficos de y =cos3x ede y =3cosx.

*Sugestio: utilize a tabela dos valores da funcéo seno. Nao se esqueca de que a fungio
seno é uma funcio periodica, de periodo 2.
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