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Exercicios propostos
16) Construa os graficos das seguintes fungdes:
a) f(x)=4-2x]|
b) g(x)=1+x+|x|+|x* -2

O h(x)=——
| x|

17) Dé o dominio e construa o gréfico da fungao:

x> +2x
_— sex<0
gx)=1 "

x —

sex>0

X

5.4 Funcoes trigonométricas

Vamos inicialmente estudar alguns conceitos basicos necessarios a
compreensao das fungdes trigonométricas: arco de circunferéncia,
medidas de arcos, angulo central e arcos congruos.

Arco de circunferéncia

Considere uma circunferéncia qualquer e nela fixe um ponto 4.

M

Figura 5.29

Suponha que um ponto moével desloque-se sobre a circunferéncia a
partir de 4, sempre no mesmo sentido, até parar no ponto M .

O caminho percorrido pelo ponto é o arco AM . Dizemos que AM é
um “arco de circunferéncia”.

Todos estes conceitos
foram trabalhados nos
cursos de Geometria | e

II. E conveniente que vocé
tenha bastante clareza
destes para prosseguir
neste estudo. Se vocé tem
duvidas, volte aqueles
materiais e aprofunde seus
conhecimentos. Aqui sera
apresentada uma revisao
sucinta destes conceitos
€ sua operacionalizacéo.



Vocé ja se perguntou por
que foi feita a divisdo em
360 partes e ndo em 100,
por exemplo? A origem
dessa escolha ¢ historica,
pois foi criada inicialmente
pelos babilonios e também
por povos pré-colombianos
das Ameéricas (Incas,
Maias...), que utilizavam
um sistema de numeracéo
com base sexagesimal.
Outra explicacdo ¢ o
estabelecimento de uma
relacdo com o chamado
movimento de Translacédo da
Terra em torno do Sol, que
alguns povos acreditavam
se completar em 360 dias.

Pergunta: como medimos este arco? (lembre-se de suas disciplinas
de geometria!)

Medidas de arcos

Sao usadas basicamente duas medidas de arcos: o grau, que vocé
ja conhece e é usado ha milénios, e o radiano, que vocé também
conhece, unidade que vamos usar em nosso estudo das fungoes tri-
gonométricas.

Grau: uma circunferéncia é dividida em 360 partesiguais; cada uma
dessas partes é um arco que mede 1 grau. Assim, a circunferéncia

toda mede 360 graus e um arco de x graus corresponde a % da

circunferéncia (veja a figura 5.30). Denotamos x graus por x°.

Figura 5.30

Radiano: diz-se que um arco mede um radiano se seu comprimento
é igual ao raio da circunferéncia que o contém (pense que vocé pode
“esticar” o arco e colocé-lo sobre uma régua). A notacao para radiano
é rad e um radiano corresponde a aproximadamente 57,296 graus.

B

¥ ABmede I rad

Figura 5.31
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Exemplos:

AB mede 2 rad

L

|/TB\| =4 cm

Figura 5.32

A circunferéncia tem raiode 2 cm e 4B mede 2 radianos; seu com-
primento em centimetros € 4.

Observacao 15. A medida do arco € em rad, mas seu comprimento pode
ser medido em qualquer unidade de comprimento, por exemplo, em
centimetros!

AB mede 3 rad
|;1§| =15cm

Q)

Figura 5.33

Os pontos 4 e B determinam um arco de 3 rad sobre a circunfe-
réncia de raio 5 cm; o comprimento do arco 4B é 15 cm.

Relacdo entre grau e radiano

Sabe-se que o comprimento de uma circunferéncia de raio » é 2nr Didaticamente é importante

(se “esticarmos” a circunferéncia de raio » sobre uma régua, obte- que seus alunos percebam o
dida de 2 ‘dade d . d o). A porqué da correspondéncia
mos a medida de 2z na unidade de comprimento do raio). A me- entre 0 arco de 180° e sua
dida do arco correspondente a circunferéncia toda é entdo 2 rad, medida em radianos (7 rad),

uma vez que cada arco de comprimento » mede 1 rad. Mas o arco sendo os estudantes apenas
acreditardo e memorizarao

correspondente a circunferéncia toda também mede 360°, entao 360° esta informacio, sem

correspondem a 2z rad ou 180° correspondem a 7z rad. perceber o que significa.
Consequientemente, terdo

dificuldade em operar
Para expressarmos 0s graus em radianos ou os radianos em graus com ela.

fazemos uma regra de trés.



Exemplos:

37) Expresse 135° em radianos.

180° ————— 7 rad
135 ————— y
135x7  3m

y= =— rad
180 4

38) Expresse % em graus.

180°————— 7 rad
s
. i
6
180X —
z= =30°
T

Exercicio proposto
18) Expresse em radianos:
a) 90° b) 60° c) 45°
d) 270° e) 120°

Angulo central

Figura 5.34

Seja O o centro da circunferéncia e 4 e B pontos sobre ela. As
semi-retas O4 e OB determinam o angulo AOB. Por definicdo, a
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medida do angulo central 40B é igual 2 medida do arco AB (em
graus ou radianos).

Observacao 16. Note que na figura 5.35 a seguir os arcos 4B e CD
tém a mesma medida (em graus ou radianos), mas nao tém o mesmo
comprimento.

Figura 5.35
Isto acontece porque a medida de um arco independe do “tamanho”
da circunferéncia, ou seja, do seu raio. J& o comprimento do arco
depende do raio da circunferéncia que o contém.

Exemplo:

39) Calcule o comprimento L do arco correspondente a um an-
gulo central de 60°, em uma circunferéncia de raio 10 cm.

Figura 5.36

Note que a medida de arco que se relaciona com o comprimento é
o radiano: um arco mede 1 rad quando seu comprimento € igual ao

. . A . z n
raio da circunferéncia que o contém. 60° corresponde a — rad.



Alguns autores chamam de
circulo trigonométrico,
como vocé deve ter
estudado em Geometria Il.
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A cada 1 radiano corresponde uma medida do raio, ou seja, 10 cm. A
10

% rad correspondera %XIO = Tﬂ cm, ou aproximadamente 10,46

cm (lembre-se que v é um nimero real, irracional, com representagao

decimal 3,1415926535... Em geral usaremos para 7 a aproximagao 3,14).

Ciclo trigonométrico ou circunferéncia
trigonométrica

Em trigonometria convencionou-se estabelecer uma orientacao so-
bre a circunferéncia, fixando nela um sentido de percurso. O ciclo
trigonométrico é a circunferéncia de raio 1, centrada na origem do
sistema cartesiano XOY , orientada a partir do ponto (1,0). O sen-
tido positivo € o anti-horério e o sentido negativo é horario. O ciclo
trigonométrico é o “lugar” onde faremos nosso estudo das fungdes
trigonométricas.

y

="

Figura 5.37

Marcamos os arcos no ciclo trigonométrico a partir do ponto
A=(1,0), em sentido positivo ou negativo. Veja em seguida os exem-

T 7T . . o
plos dos arcos de 7 rad e de ——rad no ciclo trigonométrico:

Y

NEEE

Figura 5.38 - Arco de 7 rad
4
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ENES

Figura 5.39 - Arco de —% rad

No ciclo trigonométrico o comprimento de um arco € igual ao médulo
de sua medida em radianos. Se o é a medida do arco em radianos («
pode ser negativo!) e L é o seu comprimento, vimos que L=|a|-r
(exemplo 39). Como r =1, teremos L =|a.

Exemplo:

) . . T .
40) A medida do arco em radianos é 1 ; como o raio é 1, seu com-
. 1 . . .
primento é 1 unidades de comprimento. O arco de medida

7T :
oy tem o mesmo comprimento.

Y

ENIS]

A\
)

N

Figura 5.40

Quadrantes

O ciclo trigonométrico tem quatro quadrantes, numerados também
a partir do ponto (1,0):



Quadrante I: de 0° ou 0 rad a 90° ou % rad.
Quadrante II: de 90° ou %rad a 180° ou 7 rad.
Quadrante I1I: de 180°ou wrad a 270° ou 3%de.

Quadrante I'V: de 270° ou 3—nrad a 360° ou 2mrad,
fechando o circulo. 2

Veja a figura:

90° ou 7 rad
2
yii I
180° A)0° ou
ou 7 rad 10 27 rad x
117 V44
270° ou 3% rad
2
Figura 5.41

Exercicio resolvido

: . . P I b
4) Localizar no ciclo trigonométrico o arco de medida y rad.
« ., 3w
Resolucao. Note que um arco de medida a1 rad corresponde a 3 ar-

i T i Y 4 T ) .
Cos sucessivos de Z rad, isto ¢, T= 3XZ' Como a circunferéncia

mede 25t , um arco de 2 corresponde a um oitavo da circunferéncia:
2 w . ., 37 A
3 = rk Assim, o arco de medida y corresponde a trés oitavos da

circunferéncia. Veja a figura:

223
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Figura 5.42

Exercicios propostos

20) O ciclo trigonométrico foi dividido em oito partes iguais. Lo-
calize sobre ele a extremidade B do arco 4B, sendo dada a
medida deste arco:

a) 135°

b) —180°

Q) 5—nrad
4

d) —Erad
2

e) —3—nrad
4

21) Localize no ciclo trigonométrico a extremidade B dos arcos
AB de medida:

a) 120°
b) 330°

11
Q) ——nrad
6



Congruo

E um termo derivado da pa-
lavra congruente que, ma-
tematicamente, refere-se a
objetos de mesma medida.

Arcos congruos

Suponha que um ponto mével (como na definicao de arco) deslo-
que-se sobre a circunferéncia a partir de (1,0), sempre no mesmo

: ) 7 - .
sentido, até parar em e Temos duas possibilidades: o ponto para
T . . .
em 1 assim que o atinge ou o ponto dé certo nimero de voltas na
. A 7 .
circunferéncia antes de parar em R Observe na figura 543 que o

7 . 7
arco de 1 rad tem a mesma extremidade que os arcos Z+ 27 rad,

7T 4 7T
Z+4n rad, Z+6n rad,..., Z+kn ,.. para todo inteiro k . Os valores
negativos de k£ também produzem arcos de mesma extremidade

7 . . (. .
que 7 resultantes do movimento em sentido horario (sentido ne-

gativo): 2 o rad, 2 _4n rad, 2 _6m rad..
4 4 4

N
ENE|

P/

Figura 5.43

Genericamente, se B ¢ a extremidade de um arco de « rad, entao
B é a extremidade de todos os arcos a+2kw rad, para todo k intei-
ro. Dois arcos sao congruos quando tém a mesma extremidade, isto
é, diferem entre si por um muiltiplo inteiro de 27 . Para medidas em
graus, dois arcos sao congruos quando tém a mesma extremidade e
diferem entre si por um multiplo inteiro de 360°. Percebemos assim
que quando marcamos a extremidade de um arco no ciclo trigono-
métrico, estamos na verdade marcando a extremidade de uma infi-
nidade de arcos. Chamamos de primeira determinagdo positiva (abre-
viamos pdp) de um arco de medida « rad ao arco congruo a a cuja
medida é 8, com 0=<p=<2xn. Para medidas em graus, a primeira
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determinacdo positiva (pdp) de um arco de x° é o arco congruo a x
cuja medida é y para 0<y<360°.

., 207
Como exemplo, vamos encontrar a pdp do arco de medida —

Procuramos o maior multiplo de 7 menor do que 20. Como
20 =2x7+6, este multiplo é 14 e podemos escrever

200 (14+6)n l4n  6x 67
= = =27 +—.
7 7 7 7 7

6 20 67
Como 0= - < 2m,e os arcos de medidas — e T3 diferem de um

2 207 6
multiplo inteiro 27 (pois %—677[ =2m), apdp de - sera 77[ .

Exercicios resolvidos

4
7) Encontrar a pdp do arco de medida %

Resolucao. Como 47=7x6+5, escrevemos:

4 42+
Zn =( 65)n =7n+5—n

Note que 7ot ndo é um multiplo de 2 ; neste caso fazemos
77 =6+ . Entéo:

7:r+5—ﬂ=6Jr+yr+5—n=6at+M
6 6 6
477 11
Assim, TH—TH=6n, 0 que significa que os arcos de medi-
47 11
da Tn e ?n diferem por um multiplo inteiro de 2sr. Também

1 11
OST”S 27 . A pdp sera entdo Tﬂ.Veja a figura:

Vocé lembra do Algoritmo
da Divisdo, estudado
em Fundamentos I?



vy

Figura 5.44

8) Encontre a pdp do arco de medida 465°.

Resolucao. 465 ¢ maior do que 360; logo, este arco tem mais de
uma volta.

Como 465=1x360+105, a pdp do arco de medida 465° sera 105°.
Veja a figura:

105°__190°

J

Figura 5.45

Exercicios propostos
21) Determinar a pdp dos arcos cujas medidas sao:

177
a —
4
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b) _43_7[
8

o 615°

d) -1330°

4
22) Dé a medida de trés arcos cuja pdp é ?n .

23) Dé a medida de trés arcos cuja pdp é 120°.

5.4.1 Funcao seno e funcao cosseno

As fungoes trigonométricas constituem um tema importante da
Matematica, tanto por suas aplicacdes (que vao desde as mais ele-
mentares, no dia-a-dia, até as mais complexas, na Ciéncia e na alta
tecnologia) como pelo papel central que desempenham na Anélise.

O objetivo inicial da Trigonometria era o tradicional problema da
resolucao de triangulos, que consiste em determinar os seis elemen-
tos dessa figura (trés lados e trés angulos) quando se conhecem trés
deles, sendo pelo menos um deles um lado. Posteriormente, com
a criagao do Calculo Infinitesimal, e o seu prolongamento, que € a
Andlise Matematica, surgiu a necessidade de atribuir as nogoes de
seno, cosseno e suas associadas tangente, cotangente, secante e cos-
secante, o status de fun¢do real de uma varidvel real. Assim, por
exemplo, além de cosa, cosseno do angulo «, tem-se também cos x,
o cosseno do nuimero real x , isto €, a fungdo cos:R — R.

Analogamente hd também as fungdes seno, tangente, cotangente,
secante e cossecante, completando as fungdes trigonométricas.

Uma propriedade fundamental das fungoes trigonométricas é que
elas sdo periddicas. Por isso, sao especialmente adequadas para des-
crever os fendmenos de natureza periddica, oscilatéria ou vibratéria:
movimento de planetas, som, corrente elétrica alternada, circulagao
do sangue, batimentos cardiacos, etc.

Quando se opera com nimeros sen x, cos x € tgx no tridngulo re-
tangulo, x representa a medida de um angulo agudo. Vamos es-
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tender as nocoes de seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e
cossecante de x para o caso em que x representa a medida de um
angulo qualquer. Nesta situacdo usaremos como medida o radiano.

Seja x um numero real e considere no ciclo trigonométrico o ponto
P tal que o arco AP tenha medida x rad. Este ponto P é determi-
nado quando “enrolamos” o segmento de comprimento x no ciclo
trigonométrico a partir do ponto 4. Se x é positivo, este procedi-
mento é no sentido anti-horario; se x é negativo, o sentido é horério.
Os valores seno e cosseno de x sdo as coordenadas do ponto P.
Veja a figura:

Y
P,
P, N\
S
0, P, A x
Figura 5.46

Podemos entdo definir:

Definicao. O seno do angulo de medida x rad ou o seno do niime-
ro real x (ou do arco AP) é a ordenada do ponto P; o cosseno do
ndamero real x (ou do arco 247’) € a abscissa do ponto P. Como as
coordenadas de um ponto sdo unicas, ficam definidas as fungoes
seno e cosseno:

sen:R >R cos:R—->R

XH=>senx X Cosx

Na figura 5.46, sen x = OP, e cosx = OP, .

Dominio e Imagem das funcoes seno e cosseno

O dominio das fungdes seno e cosseno é o conjunto dos nimeros
reais: a todo niimero real x podemos associar um ponto P no ciclo
trigonométrico e este ponto P terd duas coordenadas: a ordenada



230

(marcada no eixo Y) serda sen x e a abscissa (marcada no eixo X)
sera cos x.

Como estas coordenadas estao limitadas pelo ciclo trigonométrico, a
imagem das fungdes seno e cosseno € o intervalo [1,—1].

Relacdo fundamental

Decorre do Teorema de Pitdgoras que sen’x+cos’ x=1, para todo
x real. De fato, é s6 considerar o triangulo retangulo OFP . Os seg-
mentos OF, ¢ PP que correspondem a cos x e sen x , respectivamen-
te, sao os catetos; o segmento OP éa hipotenusa. Veja a figura:

Figura 5.47

Observando o ciclo trigonométrico, podemos determinar alguns va-
lores das fungdes seno e cosseno:

sen 0=0 cos0=1
T
sen—=1 cos£=0
2
sent=0 cosmt=—1
37 R¥4
sen—=—1 cos7=0

Sinal algébrico do seno e cosseno de x

Na figura a seguir (5.48) apresentamos as possiveis posi¢des de um
ponto M no ciclo trigonométrico, de modo que o arco AM tenha
medida x, dependendo dos valores reais de x:
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i) M, estd no primeiro quadrante e corresponde ao arco de me-
dida x,: seno e cosseno de x, sdo positivos.

ii) M, esta no segundo quadrante e corresponde ao arco de me-
dida x,: seno de x, é positivo e cosseno de x, é negativo.
2 2 2

iii) M, estd no terceiro quadrante e corresponde ao arco de medi-
da x,: seno e cosseno de x,; sao negativos.

iv) M, estd no quarto quadrante e corresponde ao arco de medi-
da x,:seno de x, é negativo e cosseno de x, é positivo.

Q)
3 N

N

Figura 5.48

A figura 549 da um resumo dos sinais algébricos dos valores de
seno e cosseno nos quatro quadrantes:

y Y

Sinal do seno Sinal do cosseno

Figura 5.49
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Seno e cosseno de arcos congruos

Tn T
Quanto vale SGHT? E 0057 ?

T . o .
Como — ¢ maior do que 27 , tomamos sua primeira determina-

~ o T 4m+37n 3n
¢ao positiva (pdp): e 2n +7 .

. : , 3. .
Assim, a pdp do arco de medida I ¢ isto significa que os ar-
: 3n . . .
cos de medida 7771 e B3 tém a mesma extremidade, determinando
as mesmas coordenadas.

T 3n T 3n
Logo, sen—=sen—=—1 e cos—=cos—=0.
2 2 2 2

Generalizando, arcos congruos tém o mesmo seno e 0 mesmo cosseno. Se
x é a primeira determinacao positiva de um arco, os arcos congruos
a ele sdo representados por x4+ 2ksw , com k percorrendo o conjunto
dos nimeros inteiros. Entao

sen(x+2kn)= senx, VKEZ
cos(x+2km)=cosx, VkEZ

Valores notaveis do seno e cosseno

Vamos lembrar o que acontece no tridngulo retangulo:

a+ [ =90°, entao:

c
sen ¢ =—=cos
a

=cosa

b
sen f=—
a

Figura 5.50

Vamos calcular agora os valores de seno e cosseno para os arcos de

medida f’ e, Veja a figura 5.51.
4 3 6



i) Para a=pf=45°, ou a=ﬁ=%,temos:

Figura 5.51

4 4
h=£a
2
Figura 5.52 Entao
V3
7 h 5@ NG 7
sen—=—= =—=cos—
a a 2
a
e cos——l=l=senE
a 2 6
Resumindo:
T T T T 3n
0 = = = = 7 =
6 4 3 2 2
s
2 2 2
1
0 — N2 ﬁ 1 0 -1
2 2 2
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Reducao ao primeiro quadrante

Se x é a medida em radianos de um arco no segundo, terceiro ou
quarto quadrantes, cos x e sen x podem ser determinados a partir
de arcos no primeiro quadrante. Estes arcos do primeiro quadrante
sdo tais que os valores de seno e cosseno, em médulo, sdo iguais a
senx e cosx. Observe na figura a seguir as simetrias que nos permi-
tem proceder desta forma:

cosa=x=-x"=—cosf cosa=x=-x"=—cosf
sena =y =senf sena=y=-y'=—senf

cosa =x=cosf
sena=y=-y'=—senf

Figura 5.53

Faremos agora um exemplo para x em cada um dos quadrantes:

5 5
41) Determinar sen% e cos%.
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Y 1
Observemos que o arco de medida o encontra-se no segun-
: no.. 57 4
do quadrante e é um multiplo de K isto §é, i 5 xg . Para
St

P 2. . T
chegar a ? € necessario percorrer Cinco arcos de E .

Veja a figura:

Figura 5.54

Observando a simetria, vemos que

1 Sm T \/§

sen—=sen£=— € COS— =—CO0S—=———
6 6 2 6 6 2

(lembre-se que no segundo quadrante o seno é positivo e o

cosseno € negativo).

4 4
42) Determine senTn e cosTn.

. 47 .
O arco de medida —— encontra-se no terceiro quadrante; usan-
3
o : 4
do a mesma idéia do exemplo anterior, para chegar a — - éne-

‘o 7T . .
cessario percorrer quatro arcos de 3 Veja a figura:
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A
2n g
3 3
2r >
3x 0 i i
3
4n o1
3 3
Figura 5.55
Vemos entao que
4 b4 V3 4 7 1
sen—— =-—sen—_—=——— €C0S——=—COS— =——
3 3 2 3 3 2

(lembre-se que no terceiro quadrante seno e cosseno sao
negativos).

. T T
43) Determine senT e cosT.
L, 1w
O arco de medida e encontra-se no quarto quadrante; ana-

logamente aos exemplos anteriores e observando a figura, con-
cluimos que:

y, 2 ¥
3 4 Tz
4 4
X X
4 0 27
4
Sm T
4 6 4
4

Figura 5.56



Funcédo seno

1 T N2 17 T 2
Ssen——=—Seén—=——"—"¢€ COS— =CO0S =
4 4 2 4 4 2

(Lembre-se que no quarto quadrante o seno é negativo e o
cosseno € positivo).

Exercicio proposto

24) Determine seno e cosseno dos arcos de medida:

6 4
&7 5w
_ d -
Q) ) 2
S
6 3
|24
5 "6

Graficos da funcdo seno e da funcao cosseno

Como o dominio das fungdes seno e cosseno € o conjunto dos niime-
ros reais e a imagem € o intervalo [1,—1], os graficos destas fung¢oes
estao contidos na faixa horizontal Rx[1,-1]. Estude os graficos com
atengdo: eles darao informagdes sobre o comportamento das fun-
¢Oes seno e cosseno.

by

Figura 5.57
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Func¢ao cosseno

Figura 5.58

Consideracoes sobre as funcoes seno e cosseno

As fungOes seno e cosseno tém caracteristicas especiais; vamos estu-
da-las agora, utilizando todas as informagdes que ja temos sobre o
comportamento destas fung¢des. Estas informagoes serdo muito im-
portantes para as proximas disciplinas de Calculo.

1) Zeros das fung¢oes seno e cosseno

Os zeros das fungdes seno e cosseno sao os valores de x para
0s quais se tem senx=0 e cosx =0, respectivamente. Anali-
sando os gréficos, vemos que:

i) os zeros de senx sao
0, @, 2&, 3m,..., —m, —2m, —37m,...

ou seja, os valores de x dados por x =k, para todo k € Z.

ii) os zeros da funcdo cosx sao

7 3 St dwo & 3w _sw Ta
2727 27 277 27 27 27 207
Qk+1)n

ouseja, os valores de x dados por x =

7
,ou x=kn+5,
paratodo kEZ.
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2) Seno e cosseno sao funcoes periddicas

Uma fungdo f:R = R diz-se periddica quando existe um nime-
roreal 7#0 tal que f(x+7)=f(x), para todo x € R. Neste
caso também tem-se f (x+kT)= f(x), paratodo k €Z e para
todo x € R. O menor niimero positivo T talque f(x+T)= f(x),
para todo x €ER , é chamado de periodo da fungao f.

Ja sabemos que sen (x+27)=senx para todo x ER e também
sen(x+2km)=senx, VkEZ,V xER. Isto nos garante que
seno é uma fungao periédica e o menor niimero positivo 7'
para o qual se tem sen(x+7)=senx é T =2 . Assim, o perio-
do da funcdo seno é 2 . Isto significa que o gréafico da fungao
senx “se repete” a cada intervalo de comprimento 27, a partir
da origem. Analogamente, o periodo da funcdo cosseno tam-
bém é 2. Veja novamente as figuras 5.57 e 5.58.

Exercicio resolvido
. - 4
9) Encontre o periodo da fun¢do f(x)=sen (g x] .

Resolucao: Procuramos o menor numero 7 >0 tal que
f(x+T)= f(x), para todo x €R. Isto significa que

f(x+T)=sen(%(x+T))=sen(§x+§T)=sen§x=f(x).

Como o periodo da funcdo seno é 25, devemos ter

4 1
romer10T_5T
5 4 2

5
Logo, o periodo de f ¢ 7” Confira o resultado fazendo o grafico.

3) Cosseno é uma fungao par e seno é uma fungao impar

Uma funcdo f:R =R é par quando f (x)=f(=x),

VxER e uma fungio [f:R-=R é impar quando
f(x)=—f(-x), VxeR. Vamos analisar as funcdes seno e
Cosseno:
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5 OM=08
M o -
OM= OB
0S=0C
X
B >
0 /_x 0 |4
K SO C
Figura 5.59

p—

O tridngulo BOC é is6sceles, o que significa que os arcos 4B e
AC tém a mesma medida de x rad. Logo,

cosx=cos(—x), VxER e senx=-sen(—x), VxER.

Assim, cosseno é uma fungao par e seno é uma fungao impar.

4) Funcoes compostas envolvendo seno e cosseno

Dada uma funcdo real g, podemos pensar nas fungdes
compostas (sen o g )(x) = sen (g (x)), (coso g)(x) = cos (g (x)),

(gosen)(x)=g(senx) e (gocos)(x)=g(cosx). Vamos fa-
zer alguns exemplos para casos especiais da funcdo g.

Exemplos:

44) g:R->R, g(x)=x+m,

(sen o g)(x) =sen (g (x))= sen (x + .7'[)

Vamos fazer o grafico da funcéo sen(x+ ), comparando-o
com o grafico de senx:



by
14
7 7
-5 0 >
g
Figura 5.60
3 T Sn 3n In
o 3z 32 ®* ¥ 7 7 mn
sen (x + ) 0 -g -1 0 % 1 % 0 ‘

Analisando o grafico, vemos que:

1) Os graficos das fungdes senx e sen (x+x) ttm o mesmo
“formato”. A diferenca é que o gréfico de sen(x+) estd
“deslocado” 7 unidades a direita no plano cartesiano em
relacdo ao grafico de senx. Note que os graficos das duas
fungdes cortam o eixo X nos mesmos pontos.

2) O dominio e aimagem da fungao sen (x+7) sdo os mesmos
da funcao senx.

3) senx e sen(x+s) tém o mesmo periodo 27 (note que o
grafico de sen(x+) se repete a cada intervalo de compri-
mento 27, a partir de x=0).

Tarefa
Faga o grafico da fun¢ao composta
(cosog)(x)=cos(g(x))=cos(x+)

e compare-o com o gréfico de cosx. O que vocé conclui?
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45) h:R—=R, h(x)=2x, (cosoh)(x)=cos (h(x))=cos(2x)

COSX:

AY

Vamos comparar o grafico da funcdo cos(2x) com o gréfico de

. . 1
A R
Figura 5.61

%

s s 3n
0 4 2 4 T
cos (2x) 1 0 -1 0 1 ‘

Analisando os graficos, vemos que:

a) os graficos de cos(2x) e cosx tém o mesmo “formato” mas

o grafico de cos(2x) parece que “encolheu”! Por exemplo,

. 4
cos(2x) corta o eixo X em XZZ' enquanto cosx corta o

. T ~ ~ A
eixo X em x= > (as fungdes nao tém os mesmos zeros).

Isto significa que cosx e cos(2x) ndo tém o mesmo periodo;

o grafico de cos(2x) se repete a cada intervalo de compri-

mento 7, a partir da origem. De fato, para a fun¢do com-

posta (cosoh)(x) = cos (h (x)) =cos(2x), temos que:
(coso)(x+m)=cos (h (x+ n)) =CoS (2 (x+ n)) =
cos (2x +27) = cos (2x) = cos (1 (x)) = (coso h)(x).

b) o dominio e a imagem da func¢do cos(2x) sao os mesmos da

funcdo cosx.



Tarefa

1) Faca e estude os gréficos das fungdes compostas cos(3x),
cos(4x), cos (%) e cos (%) O que vocé conclui sobre os perio-

dos destas fungdes? E sobre os periodos das funcdes sen(3x),

sen (4x) , sen (E) e sen (i) ?
2 4
2) Para f(x)= 2x+%, faga o grafico e determine o periodo da
funcao composta (coso f)(x)=cos ( f (x)): cos(Z X +§)

Exemplo:

46) u(x)=14+x, (wosen)(x)= u(sen(x))= 1+senx

Vamos analisar e comparar os graficos de senx e 1+sen x:

1+senx

Figura 5.62

Observamos que:

a) os dois graficos tém o mesmo “formato”, mas o gréfico de
1+sen x estd deslocado uma unidade na vertical, para cima.
Conseqiientemente, a funcdo 1+senx nao corta o eixo X
nos mesmos pontos que a fungao sen x (as fungdes ndo tém
0S MEeSMOos Zeros).

b) o periodo das fungdes é 27 .

¢) o dominio de 1+senx é o mesmo da fungdo sen x, mas as
imagens sdo diferentes: Im(1+sen x)=[0,2].
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Tarefa
Seja v(x)=—2+x. Analise o grafico da fungdo composta
(vocos)(x)= v(cos (x))= —2+cosx.

Compare com o gréfico de cosx.

Exercicios propostos

25) Dé o periodo e os zeros das seguintes fungoes:

a) m(x)=3+cos(x—§)
b) s(x)=—4+sen(x+%)

26) Faga o gréfico das fungdes abaixo, no intervalo [—27,37].
a) f(x)=sen(-2x)
b) g(x)=sen (%)

9 mx)= cos(g)

27) Sabendo que cosx =0,1 e x estd no quarto quadrante, calcule
senx .

Inversas das funcoes seno e cosseno

Seno e cosseno ndo sao fungdes injetoras; por exemplo, temos
sen0=sent=0 e cosO=cos2m =1, valores distintos resultando
na mesma imagem. Mas, observando o gréfico destas fungoes, ve-
mos que, se as restringirmos a certos intervalos (dominio e contra-
dominio), elas serdo injetoras e sobrejetoras e, portanto, terdo uma
inversa. Vamos analisar a fun¢do seno. Observe atentamente seu
grafico:



Funcédo seno

Figura 5.63

. T N .
No intervalo [_3’5] a funcao seno € injetora, e 0 mesmo ocorre

3 3
nos intervalos [%,Tﬂ] , [_Tﬂ’_g]’ e em uma infinidade de ou-

tros. Observe também que nestes intervalos a imagem da fungao é
[-11], ou seja, ela também é sobrejetora. Fixando o intervalo

T , 3
[—5,5} , consideremos a funcao
T
F:|l——,—|=|—-11
EERgt
F(x)=senx

F é uma funcdo bijetora (prove isso!) e, portanto, inversivel! Defini-
mos a inversa da funcao F como

g:[—l,l]e[—E 1}

272
g (x)=arcsen x (1é-se “arco seno de x”).

A funcio g associa a cada nimero real x do intervalo [—1,1], 0 arco
cujo seno é x . Por exemplo:

g(l)=£; g(0)=0; g(—l)=—£; g(£)=%

2) 6 2

O gréfico da fun¢ao g é dado por
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7_Z y
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Figura 5.64

Note que os graficos de F e g sdo simétricos em rela¢do a bissetriz
do primeiro quadrante:

Yy
x| 2} rc sen x
2
[ ST S S » SEN X
_~7_T -1 i J_t X
2: 2
........................................... 1-1
.............................. _
2

bissetriz do 1° quadrante

Figura 5.65
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Analisando agora a fungao cosseno,

y
Funcéo cosseno
1
Asn o _3mN\_ -7 ‘x O E m 3w og SmN_ 3w
2 2 2 2 2 2
-1
v

Figura 5.66

Vemos que ocorre a mesma situagdo que ocorria com o sena: em
certos intervalos a fungao é injetora. Fixamos o intervalo [0,7] para

definir a funcao
H :[0,7] > [-11]

H(x)= cosXx

H é uma funcao bijetora (prove isso!) e, portanto, inversivel. A in-
versa da funcao H é a funcao:

h:[-1,1]-=]0,7]
h(x) = arccos x (1é-se “arco cosseno de x”).

A fungao 4 associa a cada namero real x do intervalo [-1,1] o arco
cujo cosseno é x . O gréafico da funcado s é dado por:

y
x arccos x I

-1 -1
-1/2 2n/3
0 /2
1/2 n/3
1 0

Figura 5.67
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Também neste caso os graficos de H e h sao simétricos em relagao
a bissetriz do primeiro quadrante:

Yy

arc Cos x

bissetriz do 1°
quadrante

Figura 5.68

Exercicios resolvidos
2
10) Calcule sen (arccos %) .

« : . V2
Resolugdo. Queremos calcular o seno do arco cujo cosseno ¢ ——.
. , N2
Se y € o0 arco cujo cosseno € DX isto €, cosy == qual o va-

lor de seny? Lembramos que nosso intervalo de trabalho para os
valores do arco y ¢ o intervalo [0,7], a imagem da funcéo arco
cosseno. Assim, existe um unico valor de y no intervalo [0, 7],

2 , T .
tal que cos y =7. Este valor, como sabemos, é Z Assim,

2 T 2
sen|arccos— [=seny =sen—=—.
2 4 2

11) Determine sen (arccosx), para x qualquer em [-1,1].
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Resolucao. Seja y o arco cujo cosseno € x, isto €, cosy =x.

Queremos determinar sen y. Pela relacdo fundamental, temos que
sen’y +cos” y =1; substituindo cos y = x na igualdade, temos:

sen’y+x’ =1
sen’y =1—x"

sen y = *4/1— x>

Para escolher o sinal correto, ou seja, para saber se sen y € positivo
ou negativo, devemos observar que y pertence a imagem da funcéo
arco cosseno, isto €, y pertence ao intervalo [O,n]. Neste intervalo
0 seno € positivo, e temos sen y =+/1—x” .

3
12) Determine arcsen (sen Tﬂ) .

. 3n ) .
Resolucdo. Como sen——=—1, o problema consiste em determinar

. . T _

arcsen(—l). O unico arco pertencente ao intervalo | ——,— | cujo

. . — R4 4
seno ¢ —1 ¢ —. Logo, arcsen|sen— [=—— .

2 2 2

Vocé poderia pensar que, como seno e arco seno sdo funcoes inver-
sas, entdo arcsen(sen x) = x, para qualquer valor x. Mas ndo pode-
mos esquecer a definicdo! E preciso estar atento para o dominio e
contradominio das duas funcoes.

Exercicio proposto

28) Calcule:
1 2
a) sen(arcseng) b) cos|arccos—
3
¢) sen (arccos 0) d) cos arcsenT

3n 3n
e) arcsen senT f) arccos COS7
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5.4.2 A funcao tangente

Seja x um numero real cujo cosseno é diferente de zero, determi-
nando no ciclo trigonométrico o ponto D (lembre-se: o ponto D é
a extremidade do arco de medida x rad). Definimos a fungao tan-
gente de x (a notacdo é tgx) como sendo a ordenada do ponto B,
que é o ponto de interseccdo do prolongamento do raio OD com
uma reta paralela ao eixo Y passando pelo ponto 4 (tangente a cir-
cunferéncia), chamada “eixo das tangentes”. Este eixo € uma “cépia”
do eixo Y, com valores negativos abaixo de A4 e positivos acima de
A . Veja a figura:

y
1B
0 c 4 x
eixo das
tangentes
Figura 5.69

Observacao 17. Note que se o cosseno de x for zero, entdo x serd
. 7T ~
um arco de medida kw + -7 para algum k € Z . Neste caso ndo ha-

verd interseccao do prolongamento do raio OD com o eixo das tan-
gentes, uma vez que serdo paralelos. Por isso excluimos estes arcos
da definicdo de tangente.
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Relacao entre seno, cosseno e tangente

Na figura 5.69 considere os tridngulos COD e AOB, que sao
semelhantes. Entdo seus lados sdo proporcionais e teremos

CD AB . senx tgx )
eja =——, para valores de x tais que cosx #0.
oCc 04 COS X

Lembrando que cosx=0 quando x=kx +§, V k€Z, podemos
definir a func¢do tangente como:

tg:R—{kn+%/k€Z}—>R

sen x
tgx =

COS X

Sinal algébrico da tangente

O sinal da tangente depende dos sinais do seno e do cosseno. No
primeiro e terceiro quadrantes seno e cosseno tém o mesmo sinal,
o que significa que a tangente ¢ um ndmero positivo. No segundo
e no quarto quadrantes seno e cosseno tém sinais contrdrios, o que
significa que a tangente é um ndmero negativo. Também podemos
analisar geometricamente, como mostra a figura (notagao anéloga a
da figura 5.69):

Figura 5.70
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Valores notaveis da tangente
Para x=0, temos sen 0=0 e cos 0=1. Logo, tg0=0.
Para x= % , nao existe um valor para a tangente, mas observe que
. L. T .
quando x assume valores cada vez mais préximos de X porém
7 L
menores do que > os valores de tg x aumentam, tornando-se infi-

nitamente grandes. Veja a figura:

oy

SIS

.

Figura 5.71

. 7
No entanto, quando x assume valores maiores do que 5 €apro-

ximando-se cada vez mais deste valor, tgx é um nimero negativo
assumindo, em moédulo, valores infinitamente grandes.
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Para x=m, senw=0 e cosm=—1.Logo, tgmr=0.

37 ..
Para x = B ndo existe tg x . Estude o que acontece com a tg x quan-

. 3n
do os valores de x se aproximam de -

AP
T My _ 2
Para x=—, tg—= =< =]
cos = Q
4 2
sen—— !
7T 9 1 3
Para x=—, tg—= =4 = ="
6 cos” ﬁ NERIE
2
T 3
sen— ——
Para x=—, tg—= i=%=\/§.
cos—
32
Resumindo:
0 z 4 z i
6 4 3

Exercicio resolvido

13) Determine o valor de thZTn.

Resolucao.

22n 187 4w 4m 22n 4

—=——+—=6m+—. logo, tg——=tg—.

3 3 3 3 3 3

4 4 3 4 T 1

Como sen—=—sen—=——— € COS— =—COS—=——,
3 3 2 3 3 2

3

227 dr o

teremos th=th=—%=\/§_
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Observacao 18. Como sabemos reduzir seno e cosseno ao primeiro
quadrante, também podemos fazé-lo para a tangente, ja que ela de-
pende destas duas func¢des. Note que basta conhecer uma das fun-
¢Oes, seno ou cosseno, para conhecermos a tangente, pois seno e cos-
seno estdo relacionados pela Relagao Fundamental sen’x+cos® x =1.
Por exemplo, se sabemos que x estd no primeiro quadrante e
sen x =0,2, podemos calcular a tgx fazendo:

(0,2)" +cos’x=1

0,04 +cos’x=1

cos’ x=1-0,04
96
cos’x=0,96=—
100
96 26
COSX = ,[— ="
100 5

(como x estd no 1° quadrante, tomamos a raiz positiva).

2
0,2 10 _ 1

Logo, tg x = = = .
80, 18 2J6 276 246

5 5

Grafico da funcdo tangente

Lembrando as considera¢des que fizemos para os valores notaveis
da tangente, vamos construir seu gréfico:

)

¥4 2n _3_In i
2 2

2

Figura 5.72



Estudando o grafico, podemos observar que:

1) A tangente é uma funcao periddica e seu periodo é 7 . De fato,

sen(x+at) __ SeNn X.COST+COSX.SeNnzT  —senx

tg(x+m)= =tgx.

cos(x+m) cosx.cosm—senx.senw —cosx
s . T .
Note que o gréfico no intervalo 55 se repete a cada inter-

valo de comprimento 7, do tipo (kat —%, km +%) com kEZ.

2) Os zeros da fungao tangente sdo os zeros da fungao seno, isto
é, tgx=0quando x=kx, pratodo kEZ.

3) A imagem da funcdo tangente é o conjunto dos niimeros reais.

4) A funcao nao estad definida para os valores x =kx +£, para
todo k €Z, ou seja, estes pontos ndo tém imagem pela fungao
tangente. Observe o que acontece na vizinhanga destes pontos,
lembrando das consideragdes que fizemos para os valores no-
taveis da tangente.

5) Nos intervalos

(—Sar —3n) (—3ar —n) (—Jt ar) (n 37t) B
. , —, , ,..a funcao tan-

22 V22 U222 2
gente é injetora. Isto nos sugere que ela é inversivel em cada
um destes intervalos.

Inversa da funcao tangente

.. - ) T T
Restringindo a fungao tangente ao intervalo (_E , E) , obtemos uma
funcao bijetora

G (—5,5) R
2°2
G(x)=tgx

255
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g (x)=arctg x (como para seno e cosseno, 1é-se “arco tangente de x”).

A fungao inversa g associa a cada ntiimero real x o arco cuja tan-
7 7
gente é x . Por exemplo, g (1)=arctg 1= e g(=1)=arctg(—-1)= Y

g(0)=arctg 0=0.

Os gréficos da fungdo tangente e de sua inversa sao simétricos em
relacdo a bissetriz do primeiro quadrante:

arc tg x

Etgx

Figura 5.73

Exercicio resolvido
14) Calcule sen (arctg (—\/g ).

Resolucdo. Seja x o arco cuja tangente ¢ —J3, isto &,
tgx = —/3 . Queremos calcular sen x . Sabemos dos valores notaveis
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4 .
que tg; = \/5; mas qual arco cuja tangente resulta no oposto deste

numero? Vamos observar no ciclo trigonométrico:

Figura 5.74

: 2w T
Vemos que, para os arcos de medida TeT tem-se

2 —_
thﬂ= thn= —/3 . Mas a funcao arctg tem como imagem o in-

T T . , : .
tervalo (_E’E) Isto €, tem como imagem arcos no primeiro ou

2T
quarto quadrantes. O arco de medida 3 esta no sequndo quadran-

-7 -7 NE)
te. Logo, escolhemos x =T e senT= 5

Exercicios propostos

7 7 7
29) Conhecendo o seno e o cosseno de 6 rad, 2 rad e 3 rad, cal-
cule senxecosx para:

a) x=1230° b) x=-960°
Q) x=_143nrad d) x=477nrad
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30) Determine o sinal algébrico dos niimeros reais:

a) sen/S b) cos7,68
c) senl3 d) cos~/2

31) Faca o grafico das fungdes abaixo, no intervalo [—27,37].
x
D W=t b g)=ted

o h(x)=1+cos3x d) m(x)=—2+sen§

32) Dé o periodo das fungdes:

a) gl(x)=COS3_x b) gz(x)zsen(x_FZ)

4 2
<) g3(x)=5005% d) g4(x)=8—sen§
o & (x)=1+tg§ f) g, (x)=tg(2x)

33) Mostre as identidades:

a) cos(mw+1)=—cost
b) sen(t+§) =cost

) sen 3t =3sen t—4sen’t

t
d) I+4cost=2cos’ (E)

34) Calcule:

2) t—13n

873
2

b)tﬂ



