Analise combinatoria

B Fatorial

Dado um nimera natural n, define-se fatorial do nimero natural n ou n fato-
rial, como sendo o produto de todos os ndmeros naturais consecutivos de n até 1.
Da sequinte forma:

nl=n.(n-1).(n-2)....3.2.1paratodon> 1.
=1

Por definicao temos que:
=1

Exemplos:
1. Caleule os fatoriais:
al 3=3.2.1=6
b) 61=6.5.4.3.2.1=720
c) 9=9.81=9.8.7M=9.8.7.6/=504.720 =362 880
2. Vamos calcular os fatoriais:

8 _8.7.6.5!_ 336 _
3.5 3.2.1.5 6

al 56

b 8 - 8.7.6.54.3.21 _ 40320 40320 _,u
U+5l 3.2.1+5.4.3.2.1 6+120 126



3. Simplifique a expressao 0 +..I.1..'L!
il

Solucao:
[n+1:|!= l:r"|+1:|-l:l'l+]].|‘| =|:n+1]|:n+“=n1+3n+1
nl n

BIExercicios

1.  Simplificar as expressdes abaixo:
a) B
£
by _10¢
7.3
¢) ot
(=10
dy in+1)!
(n=1Q
g) (n=1} (n+1)
nl (n - 2)!

2. Calcular o valor das expressies:
a) 5l+ 2
3
by & -4
20+

e) 200! + 201!
199!

Bl Permutacao simples

Seja um conjunto com n elementos distintos. Uma permutacao simples dos
n elementos desse conjunto @ uma sequéncia desses n elementos, de modo que a
miudanca de ordem desses n elementos determina permutaches diferentes.

Utilizando o principio fundamental da contagem podemaos determinar o nd-
mero de permutagdes da sequinte forma:

P=n.ln-1.(n-2....3.2.1

O ainda utilizando fatoriais temos:

P =nl



Exemplos:
1. Calcule:

a) P,
F'ﬁ= fl=6.5.4.3.2.1=720

b) P, +2.P,
P.:= =i 2. 1=8h
P =51=5.4.3.2.1=120
Portantoc P, + 2 P, =6+ 2. 120 = 246

2. Quantos ndmeros de 4 algarismos distintos podemos formar com os
algarismos 1,2, 3e 42

Solucao:
P=dl=q4.3 2.1
P, =24

Resposta: Podemos formar 24 numeras diferentes.

3. Quantos anagramas tem a palavra MANTO?

Solucao:
Como a palavra MANTO tem 5 letras, temos:
P =5l=5.4.3.2.1
P, =120
Resposta: 120 anagramas.

Bl Permutacao com repeticao
Vamos analisar a sequinte situacao:
Quantos anagramas podemos formar com a palavra MARCA?

Meste caso, perceba que a palavra MARCA, possui duas letras repetidas, e
quando permutamos duas letras iguais, 0 anagrama nao se altera. Desta forma de-



vemos considerar uma permutacdo com repeticdo, assim devemos proceder da se-
guinte manera;

Calculamos a permutacio com as 5 letras que possui a palavra marca e, em
sequida, calculamos a permutacio da quantidade de letras repetidas. O resultado
sera a divisdo entre as permutaches, ou seja a permutacao de 5 elementos com 2
repetidos.

F.i= e, K =0
2! 2l

Portanto a palavra MARCA, possui 60 anagramas diferentes.

Exemplo:

Numa prateleira existem 5 livros diferentes de Matematica, 4 livros diferentes
de Portugueés e 3 livros diferentes de Ingles.

a) De quantos modos diferentes podemaos arruma-los?
Solucao:

P,=120=12.11.10.9.8.7.6.5.4.3.2.1
P =479.001 600

Resposta: Podemas arrumar de 479 001 600 modos diferentes.

b) De quantos modos diferentes podemaos arruma-los de maneira que os li-
vros de cada matéria iquem sempre juntos!

Solugao:

Como podemos variar a posicao dos trés tipos de matéria (Matematica,
Portugués e Inglés) e cada matéria variarem os livros entre s, entdo
temas:

P,.P..P,.P =3l 5.4 3=103 680
Resposta: Podemos arrumar de 103 680 modos diferentes.



¢) De quantos modos diferentes podemos arrumd-los de modo que of livros
de Inglés higuem sempre juntos?

Se considerarmos os livros de inglés juntos e com posicdes sempre fixas,
eles podem ser considerados como um Unico élemento. Sendo assim
somando-se ds outras 9 posiches ocupadas pelos outros livros, obtemaos
10 posigbes e o nimero de possibilidades é dado por P Como as posighes
dos livros de inglés ndo sdo fixas, devemos multiplicar P por P Assim
temos que:

P_.P =10l 3=21772800
Resposta: Podemos arrumar de 21 772 800 modos diferentes.

BIExercicios

3.  Caleular:
al P,

b) P-3.P,

4. Quantos numeros de 5 algarismos distintos podemos formar com of algaris-
mos2, 3,4 BeW

5. Quantos anagramas tem a palavra CAMELO?
6. Quantos anagramas da palavra CAMELQ, comecam com a letra M?

7. Quantos anagramas possui a palavra MATEMATICA?



Bl Arranjo simples

Um arranjo amples de p elementos distintos, tirados de um conjunto com n
elementos distintos (p menor ou igual a n), @ uma sequéncia desses p elementos, de
medo que a mudanca de ordem desses p elementos determina arranjos diferentes,

Indica-se:
Aﬂ_nnu.&.::nmpelﬂeps.n.
Farmula do nuomero de arranjos:
Km0
(n-plt
Exemplos:
1. Calcule:
a A
Ale S 5430 g
*s-3; 2
2 L
al A -A
:- N -
(8-2)! B!
Am Bl _6.5.4 120
Y ole= 3

Portanta: A, - A, = 56 - 120 = -64

2. Quantos numeros de quatro algarismos distintos podemaos formar com os
algarismos 1,2,3,4,5,6e 77

Solucao:

AMe N 2 7.6.5.4.3 444
-4y 3|

Resposta: Podemos formar 840 nimeros diferentes.



3. Quantos multiplos de 3, formados por guatro algarismos distintos, podem
ser formados com os algarismos 2, 3,4, 6e 97

Solucao:
Um numero é madltiplo de 3 quando a soma dos valores absolutos dos seus
algarismaos for divisivel por 3.

Desta forma, com os algarismos 2, 3, 4, 6 e 9 podemos ter 0s possiveis
grupos de quatro algarismos, que formardo multiplos de 3:

B 234e6pois2+3+4+6=15e15édivisivel por 3;
B 234e9pois2+3+4+9=18e 18 édivisivel por 3;
B 246e9pois2+4+6+9=21e21édivisivel por 3.
Perceba que todos os grupos possuem 4 elementos que formardo os

miltiplos de 3 com quatro algarismos, ou seja, temos trés grupos de
rUmerss com esta possibilidade vanando os numeros entre si.

Assim:

Mo 43028 M
t=

-ay ol BT Eae

Como tem trés grupos, o total de ndmeros formados é:
1.A=3.4=T2
Resposta: O total de multiplos de 3 distintos é 72.

4. 0 codigo secreto do cartdo magnético do diente de um banco é formado
porcnco algarismos diferentes gue devemser digitados numa determinada
sequencia. Qual & o numero maximo de cddigos diferentes que se pode
formar nesse caso?

Solucao:
s _ 100 _ 10.9.8.7.6.5!

- = = 30240
® (10=-5) 5l

Resposta: Podemas formar 30 240 codigos diferentes.



BIExercicios

8. Calcular
a) AL

b) 2.1 +A2

9.  Quantos numeros de 3 algarismos distintos podemos formar com os algaris-
mas 1,24, 8ed?

10. B pessoas pretendem utilizar um sofd de 5 lugares. De quantas maneiras dife-
rentes podem sentar-se no sofa?

1. Quantos numeros, entre 1000 & 6 000, podemos formar com os algarismos
impares, sem os repetir?



B Combinacao simples

Uma combinacao simples de p elementos distintos, tirados de um conjunto
de n elementos distintos, considerando que p é menor ou igual a n, é qualquer sub-
conjunto de p elementos desse conjunto, desde que a mudanca de ordem desses
elermentos determine a mesma combinacdo.

Indica-se:
C,,o0uC, complpzn)
Férmula do nimera de combinacdes:
Cue__ N
" oplin-p)t
Exemplos:
1. Cakcule:
al C
pIOREEE e PN (e T
e 5 =
Ap-21 2.1.4 2
& i
b G-,
‘= 9 . 9.8.7.6.5 o300 .13
Togijg-a)l 4.3.2.1.51 24
Ca_ N _2.6.5.4 20 4
COAT-3 3214 6

Portanto: C, - C = 126 - 35 = 91

2. Quantas comissoes constituidas de 4 pessoas podem ser formadas a partir

de um grupo de B pessoas?
Solucao:
iz B _B.7.6.54_1680_7

" 4p-40 4.3.21.4 24
Resposta Podemaos formar 70 comissoes diferentes.



3. Ao final de uma reunido com 15 participantes, todos cumprimentam-se
UM a um uma Gnica vez. Quantos cumprimentos sao trocados?

Solucao:

21{15=2)1 2.1.13 24
Resposta: Serdo trocados 105 cumprimentos.
4. De um grupo de dez pessoas sendo seis homens e quatro mulheres,

é sorteado um grupo de quatro pessoas. Determine quantos grupos
diferentes podem ser formados se:

a) D grupo é formado unicamente por homens;

Solucao:

Cu__8 n6.5.4,30 495
Al6-4 2.1.4 2

Resposta: Poderdo ser fermados 15 grupos diferentes.

bl O grupo é formado por dois homens e duas mulheres.

Solucao:
C.C=_F8 4 _6.54 43N 30 12,360,

CAG=-21 A4-21 2.1.41 210 2 2z 4

Resposta: Poderao ser formados 90 grupos diferentes.

BIExercicios

12.  Caleular:

a) Cy

b) 3.C,+2.C,,



13.

14.

15.

Quantas comissbes constituidas de 6 pessoas podem ser formadas a partir de
um grupo composto por 10 pessoas?

Determinar o ndmero de subconjuntos com 3 elementos gue podem ser for-
mados, a partir do conjunto dos divisores positivos de 12,

Uma empresa é formada por 4 sdcios argentings, 3 socaos chilenos e 5 sbcios
brazileiros. De quantos modos podemos formar uma diretora de & socios,
sendo 2 argentinos, 1 chileno e 3 brasileiras?



BIGabarito

Analise combinatoria 3.
al F'I_=J".E.5.4.EI--2-1 =5040

1 b) P,-3.P,
) 6 _ 6543 _ .0 P,=8.7.6.5.4.3.2.1=40320
= 3 P,=6.5.4.3.2.1=720
b 10 -0 9RT_720_459 P,-3.P,=40320-3_720 = 40

I
A4 3211 B 320 - 2 180 = 38 160
¢l nl _n.(n-1) _

mn
m-1t  n-1} 4. P,=5.4.3.2.1=120
d) n+1 _ 4l).n.(n-1¢ _
(n—1)! (n— 1) 5. P,=6.5.4.3.2.1=720

=m+1l.n=n"+n
B. P,=54321=120
g) In=18 In+10_{n—-1).(n-2)

nl (n-2) !

im+1).nl e e 7. A palavra MATEMATICA, possui 3 le-

in-2p tras “A&°, 2 betras "M° e 2 letras *T" re-
petidas, assim:
123 _ 100 —
2. . T T
R - R B P Y e % _ 10.9.8.7.6.5.4.3 _
+# 1223-1-6"1 2.1.2.1.%
=12 o s = 504800 . 15 1200
3 B 3 a
b -4 _ -
e : 80! _ 80.79.7%
=u-4'3.1i21'1_1#'3'1_"= A A= gm0
-1+
_720-24 _ 696 _ 333 b} 2.A5+A
Ed 3 9 98m
o 2000+201 _ i
1 &l B8.7.6.5
_ 2001991+ 201.200. 1991 _ A== =336
194l
__ (200 +201.200).199! _ Portantoc 2 A7+ A= 2. 72 + 336 = 480
199!

=200 + 207 . 200 = 200 +
4 40 200 = 40 400



10.

1.

12.

13.

14.

15.

L __ S8 543X
T OB-30 21

A

@ 8. 7.6.5.4.2
N =B_sp 30 T Raa

Os algarismos impares =aoc 1,3, 5, Te @
Desta forma, entre 1 000 & & 0040, ternos:
Comegados por 1, A}
Comegados por 3, A
Comegados por 5, A

4 _4.32.1__24
4-3p 1t 1
Assim, o numero total éde 3.A] =3. 24 =72

Como A] = =24

a) G

e
bl 3.C0+2.C,

= 41[55!-41! e i;-.‘:! =+ o

G =5 »:1?-3].1 = 1:—? .-:g.-tﬂ.-?;;! = :r:u =i

Portarto: 3. C04+ 2.0 =3 .5+ 2. 1200 =255

100 10.9.8.7.8 5040
= Eno-el - 43 2.1.8 - 24 -4
D{2) =[1,2.3, 4,6, 12
S Tl WA N S—

H6_3) 3.2.1.3 8
Diretoria:

N T A o e

Argentinos G = o - 2.1.m 3 @

_ 3 3L
Ghlunns-_c,'=“{3_,|]!=1_:!_3

5 5.4.3 20

Brasileiros: 2 = 5=—3r=3r 37 =3 = 10

Portanto, pelo principio fundamental
da contagem, o nimero de diretorias
que podemos formar é:

C.C.C'=6.3 10=180



