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Trigonometria

Assuntos a serem abordados:
» A origem da Trigonometria;
» A ideia central da Trigonometria;
» O triangulo fundamental;
» Seno, cosseno e tangente;
> Angulos notéaveis e o Teorema de Pitagoras.

A origem da Trigonometria

O termo Trigonometria (do grego trigénon, que significa triangulo, e métron, que significa
medida) foi criado em 1595 pelo matematico Bartholomeus Pitiscus para designar o ramo da
Matematica que estuda as relagBes entre as medidas dos lados e as medidas dos &ngulos de um
tridngulo, mas a origem desse campo de estudo é muito mais antiga.

O papiro Rhind, escrito no Egito por volta de 1650 a.C., apresenta um texto matematico com
85 problemas, sendo o de nimero 56 um dos mais antigos registros conhecidos sobre Trigonometria.
Esse problema trata da construcdo de piramides, tipo de construgdo em que era essencial manter a
mesma inclinag&o nas faces — requisito que levou os construtores a manter constantes as raz0es entre
as medidas dos lados dos triangulos retangulos, cujos catetos eram determinados pela sobreposicao
de blocos de pedra. Atualmente, essas raz6es entre os lados de um tridngulo retdngulo sdo chamadas
de razdes trigonométricas.
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Como pode-se observar, podemos identificar alguns triangulos no papiro o que
demostra um dos primeiros sinais da observacao dos calculos trigonométricos.

A ideia central da Trigonometria

As figuras abaixo mostram 0 mesmo compasso com duas aberturas diferentes. Cada
medida a do angulo formado pelas hastes determina uma distancia d entre as pontas do compasso.
Que relagdo numérica podemos estabelecer entre a medida o e a distancia d?

Essa situacdo apresenta um dos objetivos do estudo da Trigonometria, que € estabelecer
relacdes entre as medidas dos angulos internos e as medidas dos lados de um tridangulo. Essas relacdes
permitem, entre outras aplicagdes, o calculo indireto de distancias, como a distancia entre a Terrae o
Sol.
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O triangulo fundamental

Podemos observar nas figuras abaixo que qualquer triangulo pode ser separado, por uma
de suas alturas, em dois tridngulos retangulos:

Por exemplo:

Atencao:

TEOREMA-ANGULOS INTERNOS

A A
c c

= >

A
B ]

o>

A
A+B+C=180°

Seno, cosseno e tangente

Para medir a altura AB de uma encosta vertical, cuja base esta em um terreno plano e

horizontal, um topdgrafo fixou um ponto O do terreno, conforme o esquema abaixo, e mediu o angulo
AOB e a distancia OB, obtendo 52° e 40 m, respectivamente.
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A seguir, o topdgrafo desenhou um triangulo O"A'B" qualquer, retangulo em B" e com o
angulo agudo A'OB™ e medindo 52°. Entdo, com uma régua graduada, mediu os lados desse
triangulo, obtendo os valores indicados a seguir:

32.8cm 25,6 cm

52 "
O 200cm B’

Como os triangulos AOB e A'O'B" sdo semelhantes (pelo caso AA), seus lados
correspondentes sdo proporcionais. Assim, o topdgrafo calculou a altura h da encosta pela proporgédo
a seguir, em que 40 m foi substituido por 4.000 cm:

h__ 4.000
256 20

Dessa forma, ele descobriu que a encosta tinha 5.120 cm de altura, ou 51,20 m. A ideia
de relacionar as medidas dos lados com as medidas dos angulos internos de triangulos retangulos por
meio da semelhanga de tridngulos, levou alguns matematicos a construir tabelas com as razdes entre
as medidas dos lados dos triangulos retangulos para varias medidas a de angulos agudos, como os da
tabela abaixo. Note que se o topdgrafo tivesse a seu dispor essa tabela, ndo precisaria desenhar o
triangulo semelhante ao triangulo AOB.

= h =5.120 cm
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b c b
o a a c
4o° 0,542788 0766044 0,839010
y1° 0,656059 0754710 0,869287
e 0,669131 0743145 0,900404
43° 0,681998 0731354 0.932515
yye 0,694658 0719340 0,965689
y5° 0707107 0707107 1,000000
4g° 0.719340 0,694658 1,035530
y7e 0731354 0,581998 1,072369
yge 0743145 0.669131 1110613
yge 0754710 0,656059 1150368
50° 0766044 0,642788 1191754
51° 0777146 0,629320 1,034897
52° 0788011 0,615661 1979943

Atualmente, as tabelas das razfes trigonométricas sdo substituidas pelas calculadoras
eletrbnicas. Para facilitar a identificacdo dessas razGes, chamadas de razdes trigonométricas, foi
adotada a seguinte nomenclatura:

v' arazo entre a medida do cateto oposto ao angulo de medida a e a medida da
hipotenusa foi chamada de seno de a;
v' arazo entre a medida do cateto adjacente ao angulo de medida a e a medida da
hipotenusa foi chamada de cosseno de «;
v' a razdo entre a medida do cateto oposto ao dngulo de medida a e a medida do
cateto adjacente a a foi chamada de tangente de a.
Usamos sen a, cos o e tg a para abreviar seno, cosseno e tangente de a, respectivamente.

Resumindo o raciocinio temos a seguinte figura explicativa:
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Sendo « a medida de um angulo agudo em um tridngulo retdngulo qualguer, temos:

medida do cateto opostoaa  p

sena = - =
“« medida da hipotenusa a
/ medida do cateto adjacenteaa ¢
. cosa = : . _ L
medida da hipotenusa a
c medida do cateto opostoa « h
tgo = ==

medida do cateto adjacenteaa ¢

Quando dizemos “cateto oposto a a”’, estamos nos referindo ao “cateto oposto
ao angulo de medida a”. Isso também vale para o cateto adjacente.

Relembrando:

Os éngulos sao classificados conforme suas medidas:

Classificacao Medida Representacao
Agudo Menor que 90°. :

Reto Igual a 90°. |

Obtuso Maior que 90°. \\

Meia Volta Igual a 180°. ) A

Volta Inteira Igual a 360°. @—»
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Vamos lembrar o conceito de &ngulos complementares.

» Dois angulos agudos de medidas o e P sdo complementares se, € somente se,
a+ B =90°

» Dizemos também que as medidas a e P sdo complementares.

Vamos relacionar o seno e 0 cosseno de dois angulos complementares por meio do
seguinte teorema:

Se « € a medida em grau de um angulo agudo, entao:
- sena = cos (90° — a)

+ cns o = sen [(90° — «)

Demonstracao

Ty

Construimos um angulo agudo de medida « e tragamos uma perpendicular a um dos lados do &ngulo,
obtendo o tridngulo retédngulo com lados de medidas a, b e ¢, conforme a figura:

c
- a
b
Vo Yo ~
B c A

Observe que o &ngulo £ é o complementar do angulo B, pois:
o + ml8) =90° = mll) =90°— «

c
a a0° — o
b
il =
B c A
Assim:

b
seno = —
a

5 [ = sena = cos [30° — o]
cos [90° — o) = a

cosa =&
a e ( = cosa =sen(80° —a)
sen [90° — o) = a

Desse modo, provamaos gue:

Se dois angulos agudos sao complementares, ent&o o seno de um deles & igual ao cosseno
do outro.
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Exemplos
a) 30° & o complemento de B0°; logo, sen 30° = cos 60° e sen 60° = cos 30°.

b) 12° & o complemento de 78 logo, sen 12° = cos 78° e sen 78° = cos 12°.

Angulos notaveis e o teorema de Pitagoras

Para estudos posteriores de Trigonometria, convém conhecer 0 Seno, 0 COSSeno € a
tangente de alguns angulos. Escolhemos, pela facilidade das demonstragdes, os angulos de medidas
30°, 45° e 60°, que chamaremos de angulos notaveis.

Angulo de 45°:
Considerando medida de cada diagonal de um quadrado de lado a é av2 , e cada angulo
interno do quadrado é dividido por uma diagonal em dois angulos de 45°,

Assim, temos:

sen U5° = L = ,1_ _1E

m@mie e 2 _

o anz .

cos 45° = -'F—_ = Il_ = NEE

a2 e 45

[=]
o _ A _ a

tg 45° = - 1

Angulos de 30° e 60°:

Considerando cada altura de um triangulo equilatero de lado a é (av/3) + 2. Temos que
cada altura desse tipo de triangulo também é bissetriz interna e mediana.

30°

g o7

pa| @
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Como cada angulo interno do tridngulo equilatero mede B0°, temos:

sen 30° = l

SRLV]

|

_ o__ 2 _ N3 o _
=3 cos 30° = = 5 tg 30

Temos, ainda, que B0° & o complemento de 30°. Logo:

sen 60° = cos 30° = ?

cos B0° = sen 30°

_1 tg 60

n
]
o
wm
@
(=]
E}

Tabela trigonométrica dos angulos notaveis:

30° Hg° B0°
1 J2 V3
s8n 2 o 2
J3 ¥2 1
cos 2 o 2
3 -
tg B 1 73

Dado um dos valores de sen a, cos o ou tg a, em que a ¢ a medida de um angulo agudo,
é possivel determinar os outros dois valores com o auxilio do teorema de Pitagoras, conforme

veremos nos exercicios resolvidos a seguir:

Sabendo que « é a medida de um dngulo agudo e
que sena = %, caleular cos a e tg a.

Resolucao
Se « é a medida de um angulo agudo e sen « = %,
entdo existe um tridngulo retangulo com um dngulo

agudo de medida o tal que o cateto oposto a esse
angulo mede 4 e a hipotenusa mede 5, conforme

a figura ao lado.

Pelo teorema de Pitagoras, pode-

mos calcular a medida x do cateto

adjacente a a:
X¥+4=5=3x=3

Assim, concluimos:

COSLt:E:EEtgL'(:
5 5§

| e
IS
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EXERCICIO RESOLVIDO

A base de um edificio estd localizada em um terreno plano e horizontal. Para medir a altura
desse edificio, um engenheiro fixou-se em um ponto do terreno e mirou o topo do prédio sob
um dngulo de 30° com o solo. Depois, andou 50 metros em direcdo ao prédio e mirou novamente
seu topo, mas, agora, sob um dngulo de 60°. Desconsiderando a altura do engenheiro, calcular a
altura do edificio.

Resolucgédo

Primeiro, vamos fazer um esquema da situacao:

&0°

SIRslaln(als

o
m [l

50 m

c 50m D B

O tridngulo ACD é isésceles, pois tem dois dngulos internos congruentes (30°); logo, os lados opostos
a esses angulos sdo congruentes, isto é DA = DC = 50 m.

Assim, do trifingulo ABD, temos:
* dngulo agudo (60%);
+ hipotenusa (50 m);

* cateto oposto (h).

Relacionando esses valores ao seno de 60°, concluimos:

h N h
60° = —~ = o
gen 0 = 7 3
- 2h=50J3
~h=25]3

Logo, a altura do edificio é 253 m, ou seja, aproximadamente 43,3 m.

Instituto Federal de Santa Catarina — Campus Tubaréo



. . Ministério da Educagéo

EEm I NSTITUTO FE D E RAL Secretaria de Educagdo Profissional e Tecnoldgica

BB santaCatarina INSTITUTO FEDERAL DE SANTA CATARINA
REFERENCIAS

PAIVA, Manoel Rodrigues. Matematica I. 2. ed. Sdo Paulo: Modera Plus, 2010. 3 v.

Instituto Federal de Santa Catarina — Campus Tubaréo



