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EQUACAO LINEAR

Toda equacgao que pode ser escrita ha forma geral

aiXy + azx2 + asxs + ... + anXn = b € denominada equacao linear, em que:
ai, az, as, ..., an S&0 numeros reais chamados de coeficientes;

b € um numero real chamado de termo independente;

X1, X2, X3, ..., Xn SA0 as incognitas.

Exemplos:

a) 2x1 — 3x2 +x3 = 5 é uma equacao linear a trés incognitas.

b)x +y—z+t=-1¢€ uma equacao linear a quatro incognitas.

OBSERVACOES:

1° Quando o termo independente b for igual a 0, a equacéao linear denomina-se
equacao linear homogénea. Por exemplo 5x — 3y = 0
Ou seja, aix1 + azxz2+ asxs + ... + anxn = 0.

2° Uma equacéo linear ndo apresenta termos da forma x#, x; - x, etc., isto &,
cada termo da equacédo tem uma Unica incognita, cujo expoente € sempre 1.

As equacdes 3x? + 2x, = -3 e -4x -y + z = /2 ndo s&o lineares.

3° Uma énupla, ou seja, uma sequéncia ordenada de n nimeros reais (a4, a,, ...
a,) que, substituidos respectivamente no lugar de X1, X2, ..., Xn, tornam
verdadeira a igualdade aix1 + azx2 + ... + anXn = b, € uma solucédo da equacéo.

4° A énupla (0, O, ..., 0) é uma das solucbes de qualquer equacéo linear
homogénea. Por exemplo: a equacado 3x +y = 0 € homogénea e a dupla (0, 0)
€ uma de suas solucdes, pois3:-0+0=0




SISTEMAS DE EQUACOES DO 1° GRAU COM DUAS INCOGNITAS
(Sistemas lineares 2X2)

Consideremos o problema:

Em um estacionamento, ha carros e motos, totalizando 14 veiculos e 48 rodas.
Quantos carros e quantas motos ha nesse estacionamento.

Resolvendo:
Primeiramente, indicamos:

e X = a quantidade de carros no estacionamento;

e Yy =aquantidade de motos no estacionamento.

Seguindo, de acordo com os dados do problema, montamos duas equagoes:

Xx+y=14 e 4x + 2y =48

onde: onde:

X = quantidade de carros 4x - cada carro tem 4 rodas
y = quantidade de motos 2y - cada moto tem 2 rodas
14 = quantidade de veiculos 48 = quantidade total de rodas.

Quando duas equacdes de 1° grau com duas incognitas sao escritas ligadas pelo
conectivo e, dizemos que ha um sistema de duas equacdes do 1° grau com duas
incognitas (no caso, X e y).

x+y=14

Podemos representar esse sistema da seguinte maneira: {49( +2y =48

IMPORTANTE: Quando duas equacdes formam um sistema, embora cada equacéao tenha
infinitas solu¢des, devemos procurar a solugdo que verifica as duas equacoes
simultaneamente.

A solucdo de um sistema de duas equacdes do 1° com duas incognitas, x ey, por
exemplo, € um par ordenado (X, y) que € solucdo tanto da primeira equacdo como da
segunda.




Estudaremos os métodos da substituicdo e o da adicdo dentre os
métodos algébricos existentes que permitem calcular o par ordenado (X, y), que

€ a solucao de um sistema de duas equac¢des do 1° grau com duas incégnitas.

Método da Adicao.

Determinando o valor de x e o de y que satisfazem as duas equacodes
desse sistema, aplicando o método da adigdo. O método da adi¢cao consiste
em adicionar membro a membro as equa¢des com o objetivo de obter uma

equacdao equivalente, em que o coeficiente de uma das incognitas € zero.

Inicialmente multiplicamos uma ou ambas as equacdes por numeros
especificos, que nos permitam em um segundo momento adicionar, membro a

membro, as equacdes, de modo a anular o coeficiente de uma das incognitas.

{x+y=14 (—4) {—4x—4y=—56 N

4x + 2y =48 4x + 2y = 48

-4x -4y = - 56

ax+2y=48 > y=2>y=4

0-2y=-8

Substituindo y por 3 em uma das duas equac0des do sistema, determinamos o
valor de x.

Xx+y=14
X+4=14
x=14-4
x =10

Entéo, a solucéo do sistema € o par ordenado (10, 4). H& 10 carros e 4 motos
no estacionamento.

Observe que os valores x = 10 e y = 4 satisfazem as duas equacdes do
sistema:

{ x+y=10+4=14
4x+2y=4-10+2-4=40+8 =48



Método da Substituicao

Um sistema linear 2 X 2 também pode ser resolvido pelo método da
substituicdo, que consiste em expressar uma incognita em funcdo da outra,
utilizando uma das equacgdes e, posteriormente, substituir a expressao na outra

equacao, para que ela figue com apenas uma incégnita e possa ser resolvida.

3x—y=-11
x+2y=238

Considere o sistema {
1°passo — Escolher uma das equag®es e isolar uma das incognitas.

Isolando x na equacédo x + 2y = 8, temos: x = 8 — 2y

2°passo — substituimos x por 8 — 2y na equacéo 3x —y = —11.
3x—y=-11

38—2y)—y=-11

24—-6y—y=-11

24 —7y = —11

—7y =—11—24

7y (-1) = =35 (-1)
35

y :7: 5

Logo, y = 5.

3°passo — substituimos o valor dey em uma das equacdes:

x+2y=28
x+2-5=8
x+10 =8
x=8-10

x=-2



Observe que os valores x = - 2 e y = 5 satisfazem as duas equacdes do
sistema:

3Ix—y=-11 x+2y=28
3(-2)—-5=-11 —-2+2(5)=8
—-6—-5=-11 -2+10=8
-11=-11 8=28

Portanto, a solucdo do sistema é o par ordenado (-2, 5).

Denomina-se sistema linear 2 X 2 o conjunto de duas equacdes lineares em
duas incégnitas que pode ser representado por:

a1X1 + a2x, = b . .
{ 11 1272 7= 71 "em que a4, Ay, Azq, Gy, by € b, S0 NUMeros reais.
az1%1 + Q%2 = by

INTERPRETACAO GEOMETRICA E CLASSIFICACAO.

A interpretacdo geométrica de um sistema de duas equacdes lineares
nas incognitas x e y pode ser feita por meio de representacédo gréafica das retas
correspondentes a essas equacfes. Caso haja ponto de interseccéo entre

essas retas, as coordenadas desses pontos representam a solucéo do sistema.

Observe o0 exemplo a sequir.

2x+3y =9

a) Considere o sistema linear sistema { _
4x — 5y =7

Cada equacdo linear desse sistema pode ser reescrita na forma

y = ax + b, que pode ser associada a lei de formac¢do de uma funcéo afim.
Desenhando em um mesmo plano cartesiano o grafico das fun¢des do 1° grau

associadas as equacdes desse sistema, obtemos o grafico abaixo:



Essas retas sao concorrentes (se cruzam em um unico ponto). Isso

indica que ha um Unico par ordenado, nesse caso (3, 1), que € a solucao do

sistema.

Como esse sistema possui uma unica solucdo, o classificamos como

sistema possivel e determinado (SPD).

x—2y=2
2x—4y =0

b) Considere o sistema linear {
Utilizando raciocinio analogo ao anterior, representamos em um mesmo

plano cartesiano o gréafico das fun¢des do 1° grau associadas as equacgdes

desse sistema.



—5

-6

Essas retas séo paralelas (elas ndo se cruzam). Isso indica que nao

existe um par ordenado que seja solucéo do sistema.

Como esse sistema nao possui solucao, o classificamos como um

sistema impossivel (SI).

—x+2y=1

c) Considere o sistema linear {3x — 6y =-3

Utilizando raciocinio analogo, representamos em um mesmo plano
cartesiano o gréfico das fun¢des do 1° grau associadas as equacdes desse
sistema.



Essas retas sao coincidentes (Possuem infinitos pontos de intersecc¢éo).

Isso significa que possuem infinitos pares ordenado que séo solu¢des do

sistema.

Como esse sistema possui infinitas solugdes, o classificamos como um

sistema possivel e indeterminado (SPI).

Classificacao dos Sistemas Lineares Quanto ao Niumero de Solucdes

Sistema Linear

2

LS.

solucao

Possivel (SP): quando admite

Impossivel (SI): Quando nio
admite solucao.

V.

Determinado (SPD): Admite
uma unica solucao.

Z

Indeterminado (SPI): Admite
infinitas solucoes.

estudados nesse documento.

IMPORTANTE: Essa classificacdo € vélida para todos os tipos de sistemas




SISTEMAS LINEARES m X n

Denomina-se sistema linear m X n, de m equac¢des com n incégnitas a

todo o conjunto de m equacdes lineares que pode ser representado da forma:

( A11X1 + a12x2+ e +a1nxn = b1
alel + a22x2+ . +a2nxn = b2

Am1X1 + QX+ ... FapnXn = by
\

Onde:
X1, X2, ..., Xy SA0 as incognitas.

A11,A12, w0 A1py A1, 22, ooy Qop,s Ay, S0 NUMETOS reais chamados de
coeficientes.

by, b, ..., b, SA0 NUMeros reais chamados de termos independentes.

Se o conjunto ordenado de numeros reais (a4, as, ... a,) satisfizer todas as
equacdes do sistema, sera denominado solucéo do sistema linear.

Perceba que os sistemas 2 X 2 (Sistemas de equag¢des do 1° grau com duas
incégnitas) estudados anteriormente, sdo um caso particular de sistemas
lineares,comm=2en=2.

Observacgoes:

1- Caso dois sistemas lineares, Si1 e Sz, admitem a mesma solucéo, dizemos
gue eles sao sistemas equivalentes. Por exemplo:

x+3y=-5 _
sl;{Zx_y=4 > s={(1, -2}

3x+2=2
Se. {_m i ) 2 S={(1,-2)}

3

Como os sistemas lineares 2X2 admitem a mesma solucéao {(1, -2)}, Si1e Sz séao
equivalentes.

2 — Se o termo independente de todas as equacdes do sistema for nulo, isto é,
bi=b2=...=bm =0, 0 sistema linear sera dito homogéneo. Por exemplo



2x+y—z=0
x+y+4z=0
5x —2y+3z=0

EXPRESSAO MATRICIAL DE UM SISTEMA DE EQUACOES LINEARES.

Dentre suas variadas aplicacdes, as matrizes séo utilizadas na resolucéo

de um sistema de equacdes lineares.

Considere o sistema linear de m equagfes com n incognitas:

( allxl + a12x2+ . +a1nxn = bl
az;1X1 + a22x2+ e +a2nxn = b2

Am1X1 + QX+ ... FApnXn = by
\

Usando matrizes, podemos representa-lo da seguinte forma:

A1 Q12 . Qin X1 b,
az1 Az . Q2p X2 _ b,

Am1 Amz2 - Amn Xn bm
Matriz formada pelos Matriz coluna Matriz Coluna
coeficientes das formada dos termos

incégnitas pelas incognitas independentes

Perceba que se vocé realizar a multiplicacdo das matrizes indicadas ira obter o
sistema dado.

Caso a matriz formada pelos coeficientes das incognitas for quadrada, o seu
determinante é dito determinante do sistema.

Por exemplo:

le +5x2 _x3 = 0
Considere o sistema: {4x; — 3x, + 6x3 = —1
7x1 +x2 _2x3 = 8



Podemos representa-lo por meio de matrizes, da seguinte forma:

2 5 -1 X1 0
4 -3 6| |*2| =|-1| (forma matricial do sistema linear considerado)
7 1 =2 X3 8

REGRA DE CRAMER

A regra de Cramer é um método para se resolver um sistema linear.

( a11x1 + a12x2+ e +a1nxn = b1
ay1X1 + a22x2+ e +a2nxn = bz

Seja o sistema: <

Am1X1 + QX+ ... FApnXn = by

1° Passo - Vamos determinar a matriz A dos coeficientes das incognitas:

a11 a12 nen aln
az1 Qzz ... Q2p : - :

A= . . . (matriz dos coeficientes do sistema)
Am1 Am2 Amn

2° Passo — Determinar a matriz Axi, que se obtém a partir da matriz A,
substituindo-se a coluna dos coeficientes de x1 pela coluna dos termos
independentes.

b1 ain Ain
b, a . a detA
Aa = |2 %22 2n pela regra de Cramer: xi = ——=
detA
bn Amo - Omn

Onde: det A = determinante associado a matriz A.

Det A x1 = determinante associado a matriz Ax

Relembrando:

Determinante € um numero real que associa a uma matriz quadrada.

Matriz quadrada, é a matriz que possui 0 nimero de linhas igual ao nimero
de colunas.




Analogamente determinamos os valores das demais incognitas:

ay;y by Ain

AXZ — a21 b2 a2n 9 Xo = detsz

: : : detA

am1  bn Amn
a1 Ag2 by

Ag = |31 %22 b, > ¥, = det Axp

: detA

Am1 Amz - by

De forma geral, num sistema linear o valor da incognita x1 € dado pela
expressao:

A é a matriz incompleta do sistema

det4; A; é amatriz obtida de A substituindo — se
Xi=—— onde: .
detA as colunas dos coeficientes de x;
pela coluna dos termos independentes
Exemplos:

2x—y=7

1) Resolver o sistema {x +5y=—2

1° passo:
A=[1 5]
det A= |A| = |i _51| =2.5-(1)-1=10+1=11.

Logo det A =11

2° passo:
7 -1
AX:[—z 5]
detAx=|Ax|=|_72 ‘51|=7-5—(-1)-(-2)=35—2=33

logo det Ax = 33



Ay= ﬁ _72]

detAy:|Ay|=|i _72|:2-(—2)—7-1:-4—7 =11

logo det Ay =-11

3° passo:
_ detAx _ 33 _ _ detAy _—11 _
"~ detA 11 Y= deta 11

Observe que o sistema é possivel e determinado.

Resposta: S ={(3, -1)}

x+2y—2z=0
2) Resolver o sistema {Bx —4y+5z=10
x+y+z=1

1° passo: Calculo do determinante da matriz incompleta.

1 2 -1
A=[3 —4 5
1 1 1

1 2 -1 1 2
3 =4 5 3 —4 (Regrade Sarrus)
1 1 1 1 1

detA=1-(-4)-1+2-5-1+(-1)-3:1—-(-1)"(-4)-1-1-5-1-2-3-1=
-4+10-3-4-5-6=-12
Logo, det A = - 12.

2° passo: Calculo do determinante das incognitas.

0 2 -1
Ax=[10 -4 5| detAx=-24
1 1 1.
1 0 —1]
Ay =13 10 5| detAy=12
1 1 1]
1 2 0
Az=|3 —4 10| detA;=0
1 1 1




3° passo: Célculo das incégnitas.

detA, -—24

=—==—=2
detA -12
detA 12

y= Y22 - -1

det4 -12

_ detA, _0 _ 0
detA —12

O sistema é possivel e determinado
Resposta: S ={(2, -1, 0)}

DISCUSSAO DE UM SISTEMA LINEAR
Seja o sistema linear de n equacdes a n incognitas.

( a11X1 + a12x2+ - +a1nxn == bl
alel + a22x2+ e +a2nxn = b2

Ap1X1 + ApaXo+ ..+ ApnXy = by,

Discutir o sistema € saber se ele € possivel, impossivel ou indeterminado.

Usando a regra de Cramer temos:

__detAyq __detAy, __detAy,
1= detA '’ 2= deta ' """ T deta
Possivel e determinado > detA#0

(admite uma unica solucao)

detA =0

Possivel e indeterminado -> e
detA,; =detd,, = ..= detd,, =0
(admite infinitas solucdes)




detA =0
Impossivel > { e
pelo menos umdetA,, # 0

(ndo admite solucéo)

Exemplos:

U 3 =2
1) Discutir o sistema { x m}i
x—y=1

Resolucao:

Calcular o valor dos determinantes

A:[i ﬁ]-)detA:-s—m

_[2 m _
Ax = 1 _1]-)detAx—-2—m
_[3 2 _
Ay— 1 1]9detAy—1
Fazendo:

detA=0>-3-m=09m=-3 (-3-m=0=>-3-(-3)=0>0=0)
detAx=0>-2-m=0dm=-2 (-2-m=0>-2-(-2)=0>0=0)

Resposta:

Sistema possivel e determinado (SPD): quando: m # - 3 (atendendo assim a
condicao: det A #0)

Sistema possivel e indeterminado (SPI): zm (ndo existe m que atenda a
condicao)

Sistema Impossivel (Sl): quando m = - 3 (atendendo assim a condicao: det A =
0, sendo que ja temos Ay= 1+ 0).

3x—-2y=0

. € determinado ou indeterminado.
x+y=0

2) Verificar se o sistema {



Resolucao:

Calcular os determinantes

3

A:[1

_12]-)detA:5
Ax:[g ‘12] > det Ax=0
Ayz[i g]-)detAy:O

Como det A =5 # 0, o sistema é possivel determinado.

Assim vamos calcular a solucéo:

detA, O
=——===—=0
detA 5

_ detAy _ 0

Y= deta 5
Resposta: O Sistema é possivel e determinado e S = {(0, 0)}.

Observacéao: Os materiais e conteudos (textos,explicacdes,
exemplos, exercicios, etc.) utilizados neste documento, foram
retirados dos livros que estao referenciados abaixo.
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