Matrizes

Por Giovani Imperatrice

Conceitos Iniciais

Definicao

Matrizes sao tabelas que dispde elementos em linhas e colunas.

Ex:
A:(l 3) : 32[1 4 |-3 2J
—2 0

Ordem (Tipos)

Chama-se de Ordem de uma matriz o numero com m linhas e n colunas, dado por mxn.
Ou seja:

A matriz A é de ordem 2x2 pois possui duas linhas e duas colunas.

Diz-se:
1 3
Agyo = (_2 0)

Ja a matriz B é de ordem 3x4 pois possui trés linhas e quatro colunas.
Diz-se:

1 -1 0 O
Bsys=11 4 -3 2
0 O 0 5

Classificagao

As matrizes podem ser classificadas em alguns tipos, séo eles:

Matriz Unitaria

Uma matriz é unitaria quando possui apenas uma linha e uma coluna. men = 1.
C=[-T]

Matriz Linha
Uma matriz linha é formada por apenas uma linha e qualquer nimero de colunas.
m=1.

D5 =(0 1 —3 5 12)



Matriz Coluna

No caso da matriz coluna o numero de linhas pode variar enquanto existe apenas uma
coluna.n =1.
0

E3><1 — 2
1

Matriz Retangular

Uma matriz retangular é formada por um numero diferente de linhas e colunas. ™ # n.
1

F—

N Ot W
o O = N

4x2

Matriz Quadrada

A matriz quadrada é formada pelo mesmo numero de linhas e colunas. m = n.

1 1 1
Gsxs=11 1 1
2 3 0

Elementos de uma Matriz

Uma matriz, portanto, € um conjunto de elementos, cada um com sua respectiva linha e
coluna. Sua representacao geral se da por um conjunto de elementos a de indice subscrito
referindo a sua posi¢cao em linhas e colunas.
Costuma-se escrever da seguinte maneira:

ailp a2 a3

H3p3 = | a1 a2 ass

aszy Ga32 ass

Podemos referir a um elemento de uma matriz através desses elementos %ij. Lembrando

que i = posigao relativa as linhas e j = posigao relativa as colunas.
Ex:

Dada a matriz:

1 2
3 4
Msw =15 6 |; Resolva: 3-as2 +4-an1 —2-as
7 8
9 10

Para solucionar a questio ¢ preciso identificar os valores de asz, @11 € ass.

ase = 10, é o elemento da linha 5, coluna 2.
a1 = 1,é o elemento de linha e coluna 1.
azs = 6, linha 3 e coluna 2.

Assim:
3-aso +4-a11—2-a3 =3-10+4-1—-2-6=22



Matriz Quadrada e suas Diagonais

Diz-se que os elementos de i=j compde a diagonal principal de uma matriz.

No caso da seguinte matriz de ordem 3:

M3><3 = any

Existe a diagonal secundaria, formada na diregdo oposta da principal:

a3
M3><3 = N ¢ D]

asi

Diz-se traco de uma matriz a soma dos elementos da diagonal principal.

Lei de Formacao

A lei de formagao de uma matriz nada mais € do que um conjunto de regras que define os
valores constituintes de uma matriz.

Ex:
A matriz formada por A2 = (a;;) se da por:

a;; = 21 — 45 < Lei de Formacio

Assim, temos:
1) Ayy9 é uma matriz quadrada de ordem 2.
A (an a12>
a1 a2
2)Para cada a;; é preciso calcular seu respectivo valor
de acordo com sua lei de formacao:
a11:2-1—4-1:—2
a12:2-1—4-2:—6
a21:2-2—4-1:0
ag =2-2—4-2=—-4
3) Em seguida é preciso inserir os valores na matriz A.

2=y )



A lei de formacéao pode ser condicional, para isso utilizamos de um sistema de equagdes
seguidas de suas condi¢des de acontecimento.
Ex:

A matriz formada por B = (b;j),, 4 sedapor :
b__:{i—l—j , s€i=j
Y 0 ,8ei# j
Assim temos:
1)(bij)3, 5 é uma matriz quadrada de ordem 3.
air a2 013
B=|axn ax» ax
asi as as3
2) Quando os valores de i e j respeitarem as condicdes
do sistema b;; utilizamos suas fungdes respectivas.
a1 =1+ J, ja quet = j; a;p = 2
a2 =0, jiquei # j;a12 =0
a13 =0, jaquet # j; a13 =0
az1 = 0, jaquet # j; az =0
az =1+ J, jaquet = j; ap =4

ass = 6.

3) inserindo os valores na matriz B , temos:
2 0 0

B=10 4 0
0 0 6

Transposta

A matriz transposta de M é formada invertendo as linhas e colunas da matriz M.
Ex:

Dada a matriz:

Sua transposta é obtida invertendo suas linhas por colunas.

a d
c f

ou seja:
M = (aij); M" = (az)



Simétrica
Quando uma matriz é quadrada (ou seja: m=n) e ao mesmo tempo sua transposta é igual a

sua original diz-se que é uma matriz Simétrica.
Ex:

1 4 5 1 4 5
M=14 2 9l=mMT=1[4 2 9
5 9 3 5 9 3

Antissimétrica

Quando uma matriz M é quadrada (m=n) e ao mesmo tempo sua transposta é igual a
oposta de M, dada por -M, temos uma matriz antissimétrica.

Ex:
0 0 2 0 0 -2
M=]10 0 —-1|;-M=1{0 O 1
-2 1 0 2 -1
transpondo M temos:
0O 0 -2
MT=10 0 1 |queéiguala — M.
2 -1 0

Portanto, antissimétrica.

Igualdade, Multiplicacao por Escalar, Adicdo e Subtracao

|lgualdade

Aigualdade nas matrizes ocorre quando dentro de matrizes de mesma ordem, seus
elementos correspondentes forem iguais.

(¢ 2)-( 2

a=a
c=2=¢
d=d

Ex:

1 2] [(a 2

c 3] \o 3d

1=a

2=2

c=0

3=3d >d=1



Multiplicacao por Escalar

A multiplicacéo por escalar ocorre quando uma matriz € multiplicada por algum fator, como:
5-M

Nesse caso 5 é o escalar e M a matriz em questao.

Quando uma matriz € multiplicada por um escalar é preciso multiplicar todos os seus

valores internos por este escalar.

Ex:
se :
1 2
M=13 4
5 6
entao:
—-5:-1 —-5-2 -5 -10
—-5-M=|-5-3 —-5-4]=|-15 -20
—5-5 —5-6 —-25 —30

Adicao e Subtracao

As operagdes de soma e subtracdo em matrizes ocorre de maneira similar com a igualdade.
As operagdes ocorrem com os respectivos elementos internos de matrizes de mesma
ordem.

Ex:

A 1 1 B 2 2
2 2 1 1

ADICAO:

A+B=

11+22_1+21+2 3 3
2 2 1 1) \2+41 241 3 3
SUBTRACAO :
1-2 1-2 ~-1 -1
2-1 2-1 1 1

A—B
Para multiplicar duas matrizes € preciso que o numero de colunas da primeira seja igual ao

1 1 2 2
2 2 1 1
Multiplicagao

numero de linhas da segunda. A matriz resultante possui 0 numero de linhas da primeira e
de colunas da segunda.

Atencao: Nesse caso, inverter a ordem dos fatores na multiplicagdo muda o resultado.



Considerando as matrizes A e B:

1 0 2 11

A:( )eB: 1 1
2 1 2

1 1

Para ser possivel multiplica-las o numero de colunas do primeiro fator deve ser igual ao de
linhas do segundo.

Aszyxs X Bsyxa = Caxa

O resultado C é uma matriz de ordem 2x2.

Amxn X Bn><p - mep

O processo de multiplicacdo para cada elemento se da pela soma das multiplicagbes das
linha por colunas:

g h
a b c . an a2
e o))
Lol 21 Q22
a-g+b-i+c-k=an
a-h+b-j+c-l=ap

d-g+e-i1+ f-k=axn
d-h+e-j+ f-1l=ay

No caso das matrizes A e B, temos:
AxB=C
1-1+40-14+2-1=ay; =3
1-140-14+2-1=aj;2=3
2:-1+1:-14+2-1=a91 =5
2:-1+1-142-1=a9=>5

3 3
C =

5 b
Contanto que o niumero de colunas da primeira seja igual ao numero de linhas da segunda
€ possivel multiplicar matrizes:

1

D=|2|;E=(3 5 7)
4

F=DxE

F = (41)



Matriz |dentidade

A matriz identidade é formada por elementos 1 na diagonal principal e zeros no restante.
7o {1 , s€i =7

0 ,sei #j
1
1 0 0 O
Iy = youlsg=10 1 0
0 1
0 0 1

Matriz Inversa
Seja A uma matriz quadrada. Sua inversa, caso exista, sera A1 de mesma ordem, tal que:
Al A=A4.-A1=T

Quando se multiplica uma matriz inversa pela sua original é obtida a Identidade desta
matriz.

Ex:

A 1 4 Al a b
2 3 c d

Ax A t=1T

1 4 [ B\ (1 0
2 3 c d/ \o 1
la +4¢ 1b-+4d B 1 0
2¢+3¢ 26+3d) \0 1
la+4c=1

1b+4d=0 — b= —4d

2a +3¢=10 —>a—%c
26+3d=1

Entao:

3 16 — 6
c:4c—Ec=1%

4
—1-c= —
C C 10

1
d:2—4d)+3d=1— —8d+3d=1—d=—

3(4) 12 3 3
g a0=——| —|=——"—=—— s g=——

2\ 10 20 5 5
1 4
bib=-4(-=) 5 b==
( 5)* 5

Assim montamos a matriz Inversa :

_3 4

-1 5 5
A= 4 _1
10 5



Determinantes e Regra de Sarrus

Determinantes

Determinante € um numero real associado a uma matriz quadrada. Geometricamente
falando ele representa o fator de escalonamento de um espaco vetorial.

Ordem 1

A determinante neste caso € o préprio valor interno da matriz.
A1><1 = (3), det(A) =3

Ordem 2

No caso da ordem 2 a determinante € calculada pela multiplicagdo dos elementos da
diagonal principal menos o resultado da multiplicacado da diagonal secundaria.

Byyo = (; _34>; det(B) = (1-—-4)—(3-2) =-10

A2X2=( >;det(A):a-d—b°c
c

Ordem 3 (Regra de Sarrus)

Em matrizes de ordem 3 utiliza-se da mesma ideia das de ordem 2, porém neste caso
também & aplicada a regra de Sarrus.

Para isso é preciso duplicar as primeiras duas colunas, adicionando-as a direita da matriz.
Em seguida, todas as diagonais no sentido da principal sdo multiplicadas e somadas,
subtraidas das somas das multiplicacées de cada diagonal no sentido da secundaria.

a b ¢
Asu3=|d e f

g h 1

a(\\‘b\\é\a b

A3><3 = d \*Q\\\f\ e

g h \x \h\
NN
a-e-i+b-f-g+d-d-h
Aqui soma-se as multiplicagdes de cada diagonal no sentido principal.

c-e-g+a-f-h+b-d-i
Para concluir é preciso subtrair o resultado da diagonal principal com a diagonal secundaria.



Teorema de Laplace

Quando se trata de matrizes de ordem maior do que trés os calculos se tornam mais
trabalhosos e repetitivos. Para solucionar este tipo de matrizes ¢é utilizado o teorema de
Laplace. Para entender o teorema, primeiramente & preciso entender o que sdo menores
complementares e cofatores.

Menor Complementar D;;

O menor complementar de uma matriz € uma matriz formada pelos elementos
complementares a linha e coluna de um determinado elemento. Considere por exemplo a
matriz:

a b ¢
A=|d e f
g h 1

Vamos descobrir qual € o menor complementar para o elemento a22. Para isso € preciso
eliminar a linha e coluna deste elemento, no caso a linha 2 e a coluna 2.

Construimos a matriz com os elementos restantes:

Doy = (a C)
g VA
Cofator Cij

O cofator é o menor complementar adicionado de uma funcéo para alterar o sinal de acordo
com a posigao do elemento selecionado.

Cij = (—1)""7 - Dy
Ex:

Calculando o cofator do menor complementar D22
242
Cy = (—1)"7" - D;;

Copp = —1%. (a c)
g 1
a c
022:1'( )
g i

Agora que definimos os Menores Complementares e os Cofatores podemos aplicar o
Teorema de Laplace.



Teorema de Laplace

Considerando a matriz de ordem 4 a seguir:

—2 0 0
1 1 0

Ass =

471 1 0 3 1
3 —2 0 1

1) Escolher uma linha ou coluna para trabalhar, dé preferéncia para a que possuir o
maior numero de elementos iguais a zero, isso facilita os calculos.

1 —2/0]o0
0 1/1/0

Ass =
A7 1 031
3 —2/01

A determinante desta matriz sera a soma de cada elemento da coluna selecionada

acima multiplicado por seu cofator.
Det(A4><4) =0-Ci3+1-Co3+3-C33+0-Cys

Observe que para cada zero na coluna selecionada removemos um calculo de

cofator.
Det(A4><4) =1-Cs+3-Cs3
2) Agora é so calcular os cofatores para os elementos restantes e obtemos a
determinante desta matriz.

1 —2(1)0

A —
AT 1 0 31
3 2 1

Removemos a linha e coluna correspondente ao elemento de linha 2 e coluna 3 para
encontrar o menor complementar.

Aplicamos a férmula do cofator para definir o sinal desta matriz:

1 -2 0 1 -2 0
Cys=(-1". -1 0 1| —=Cu=—(-1 0 1
3 -2 1 3 -2 1

3) Calculamos pela regra de Sarrus:
1 -2 01 =2
C23=—D6t —1 0 1]1-1 0
3 -2 1/ 3 -2
NN =(1-0-1)+ (—2-1-3)+(0--1--2) =0—-6+0=—6
v £ =(0-0-3)+(1-1--2)+(-2--1-1)=0-2+2=0
SN Y = —6-0=—6
1 -2 0
Cy3=-Det| -1 0 1]|=-(-6)=6
3 -2 1



4) Repetindo o processo para o cofator C33 temos:

1 -2 0
Dy=|0 1 0
3 -2 1
Cs3 = (—1)*7° . Dy
1 -2 0
Cyzs=10 1 0
3 -2 1

Det(Cs3) = (1-1-1) 4+ (~2-0-3)+ (0-0--2)) — ((0-1-3) + (1-0- —2) + (~-2-0-1
Det(ng) =1-0=1

5) Considerando os Cofatores Obtidos podemos troca-los no calculo:
Det(A4><4) =1-Cy3+3-Cs3

Det(A4><4) =1-64+3-1
Det(A) =9

A determinante da Matriz A é entédo igual a 9.

Determinante Propriedades

Filas Nulas

Toda vez que existir uma linha ou coluna inteiramente igual a zero a determinante da matriz
€ igual a zero.

3 3 0
4 9

5 —30:0;(0 O):o
68 1 0

1 1 1 1

2 5 3 1

=0
0 0 00
2 10 9 3

Troca de Filas Paralelas

Toda vez que uma linha troca de lugar com outra linha ou uma coluna com outra coluna o
sinal do determinante muda.

<_32 i) = det(4); (i _32> — —det(A)



Multiplicacdo de uma Fila por um numero real

Ao multiplicar uma fila inteira por um valor diferente de zero se obtém a determinante
multiplicada por esse valor.

1 1 1
Det|l1 1 1| =A4
1 1 1

k#0

det =k-A

[ S
Ol e N
—

Filas paralelas iguais (Proporcionais)

Se filas paralelas de uma matriz forem iguais ou proporcionais o determinante é zero.

1 5
det =1-10-5-2=10-10=0
2 10

Determinante da Transposta

O determinante de uma matriz M ¢é igual a determinante de sua transposta.

1 0 1
Det = Det z
z 5 0 5

Det(A) = Det(A")

Teorema de Binet

O determinante do produto de duas matrizes ¢ igual ao produto dos determinantes de duas
matrizes.
Det(A - B) = Det(A) - Det(B)



